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Prélogo

El incesante incremento del contenido y la enseiianza del Algebra en
estos tiltimos affos, ha provocado un sensible desnivel entre la cota alcanzada
por los usuales tratados tedricos, de perfeccion y altura rapidamente crecientes,
y las colecciones de ejercicios y problemas para practicar y afirmar esas teo-
tias. De este modo, bastantes libros de problemas que no hace muchos aiios
ofrecian una interesante novedad, han venido a resultar hoy triviales, o,
por lo menos, inadecuados para ilustrar con pricticas los textos utilizados
en las clases.

A nuestro juicio, uno de los méritos de este libro, es que contribuye efi-
cazmente a corregir ¢l desnivel antedicho. Los autores de la obra, en su pré-
logo a la edicién original, lo advierten asi:

No encontramos hasta ahora, en nuestro idioma, una coleccion
de problemas de Algebra, con sus soluciones, destinada a los estu-
diantes del ciclo de especializacion, en nuestras Facultades de Cien-
cias. Esta obra viene a llenar esta laguna. Los ejercicios y proble-
e han sido propuestos y resueltos en su mayor
parte en las sesiones de trabajos précticos de la Facultad de Ciencias
de Paris. Ofros han sido propuestos en eximenes. Los enunciados
sc agrupan al comienzo de cada uno de los capitulos del libro, y las
soluciones desarrolladas se ofrecen a continuacion.

Ellibro tedrico en que éste se apoya, y viene a ilustrar con sus prcticas,
es el titulado Lecciones de Algebra Moderna, de P. DUsREIL y M. L. DUBREIL-
Jacomy, cuya traduccién espafiola ha publicado recientemente la Editorial
REVERTE, Los dos textos se complementan, pues, eficazmente, aunque pueden
utilizarse independientemente uno del otro, de acuerdo con las indicaciones
que vamos a exponer. Los autores de estos Problemas han pretendido, con
éxito, conservar el espiritu de aquellas lecciones. Sin embargo, en cuanto al
modo de ordenar las materias, nos explican :
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ha parecido conveniente modificar la separacién en capi-
tulos. De este modo, después de un capitulo muy breve de genera-
lidades (Cap. T), hemos reunido en el Cap. I todos los ejercicios
referentes 4 las estructuras ordenadas (axioma de Zorn, reticulos,
grupos ordenados), y en los capitulos ITT y TV cuanto se refiere a los
grupos, dedicando especialmente el IV a las cuestiones més téc-
nicas (grupos finitos, subgrupos de Sylow, grupos abelianos, grupos
libres, grupos resolubles). Del mismo modo, los ejercicios sobre la
teoria de anillos se agrupan en los capitulos V y VI, este dltimo
dedicado a las intersecciones de ideales primarios y a las descom-

posiciones noetherianas. En fin, el Capitulo VII se dedica a la teoria
& cuerpos y a la teoria de Galois (¥).

Las cuestiones de mayor dificultad se han sefialado con un asterisco.
Este recurso didactico no estd al abrigo de toda critica, pero por lo pronto
tiene la ventaja de recordar al lector, que las cuestiones no estén ordtnadas
en orden creciente de d icultad. Asi, en cada etapa de su aprendi
debe desanimarse por la dificultad que una cuestion le presente, en la uidad
de que detrés de ella woniart s perfectamente accesibles.

Las referencias a otros puntos del mismo tratado se hacen del modo més
natural. Asi (Ejercicio V, 26), por ejemplo, significa una llamada al Ejercicio 26
del Capitulo V. En cuanto a las indicaciones del tipo, por ejemplo (texto, IV,2),
sefialan la posibilidad de consultar para ese punto la Seccién 2 del Capitulo IV
del mencionado texto de Lecciones de Algebra Moderna. Pero csto no es una
necesidad, y se pone sGlo para comodidad del lector que disponga de ese
libro, por cuanto los conocimientos implicados son de carcter general,
y pueden consultarse (o suponerse sabidos) por el estudioso en cualquier
otro texto de andlogo nivel.

‘modos, pensando que el vocabulario algebraico no tiene la
universalidad deseable, hemos afiadido a esta traduccion una Terminologia
biésica, que dard répida informacion del significado de las expresiones ut
zadas en este libro, y de sus eventuales sindnimos en otros textos. Pensamos
que esto puede resultar titil, 0 al menos cmodo, a bastantes lectores.

R. Rodriguez Vidal

(*) No entra, pues, en el plan de este libro dedicar atencién particular a los pro-
mas de Algcbra lincal (Leccions de Algebra Moderna, Cap.
Al Tector inereado eh et fema Jo recomendamos ol 1o e
resuclos, Lecciones de Algebra lineal, de Pave-Swrr (ad. de R. R. V). Qu
lerese de modo partiuiar en Ja Teoria de matrices y su pricic
sultar con provecho Ia Inoduccion al Andiis
1.1, Eravo' Miaueo). Ambos libos han sido publicados por I Editorial Revexrt.




Terminologfa y notaciones(*)

El traductor ha respetado disciplinadamente, como debe hacerse, el
Vocabulario cientifico de los autores traducidos. Ahora, con el fin de facilitar
al lector el manejo de este libro, evitindole tal vez alguna consulta a otros
textos tedricos, nos parece il glosar brevemente el significado que se da
aqui a los términos mis especializados e indicar eventualmente algunas locu-
ciones sinnimas utilizadas asimismo en la lteratura matemitica en espafiol.
iente, no se ha pretendido ofrecer en esto un riguroso ndice
alfabético o analitico, por lo que s omite desde luego la mencién de muchas
expresiones inequivocas de uso universal, que son parte bisica del vocabulario
usual del Algebra.

1. Los conjuntos numéricos usualcs se indican del modo habitual: N es
el semianillo de los naturales; Na = N — {0 }; Z es el anillo de los enteros
relativos; Q, R, C son, uspemvamcnne los cuerpos de los racionales, reales
¥ complejos.

2. Una aplicacion (sinénimo: funcion uniforme) del conjunto A en el
conjunto B, indicada A > B, se califica asi: suprayectiva (sinénimos: de A
tiva) si cada elemento de B es imagen de al menos uno de A;
imos: uno-a-uno; univoca; inequivoca) si cada elemento de B
tiene a lo més un original en A; biyectiva (o biunivoca) si es a la vez inyectiva
¥ suprayectiva (es decir, uno-a-uno y sobre). [Otros autores llaman aplicacién
binivoca Ia que aqui hemos dicho uno-a-uno, por lo que luego deben distin-
guir entre las aplicaciones biunivocas en, y las biunivocas sobre].

Cada aplicacion  : A > B define en A una equivalencia de aplicacin.
Se define: a = b(/) en 4, si y s6lo i /(@) = /(5) en B.

3. Sien los conjuntos A y B estin definidas sendas leyes de composi-
cién interna, una aplicacion & de A en B que respete esas leyes de composicién

®) NdT
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s decir, que sea compatible con ellas) se llama homomorfismo de A en B
(simlmlo (1)A > B). Si, adems, la aplicacién es exhaustiva se llama epi-
(sinénimo: homomorfismo sobre; simbolo: (/A ~ B). Si es biyec-
tiva se llama isomorfismo (simbolo: ()4 = B). [Ciertos autores llaman iso-
morfismo al caso correspondiente a una aplicacidn i
cabe Ia distincién entre isomorfismo en ¢ isomorfismo sobre]. Un homomor-
fismo de E en E se llama endomorfismo de E. Un isomorfismo de E sobre £
se llama automorfismo de E.

Cuando en los conjuntos A y B hay definidas sendas relaciones (por
cjemplo, si son conjuntos ordenados) y la aplicacion  las respeta, valen las
‘mismas denominaciones anteriores. De este modo cabe hablar, por ejemplo,
de un homomorfismo ordenado de A en B.

4. Sea E un conjunto con una operacion binaria que denotamos con +.
ik i b i il o, b ... paden cAllcare com e
ice que a es un elemento simplificable a la izquierda, si
asx=asy=x=y, vz yek

Lo andlogo define un elemento simplificable a la derecha. Un elemento se
llama_simplificable (también cancelable, o regular) cuando es simplificable
de ambos modos: a la izquierda y a la derecha. Si todos los elementos tienen
esa propiedad, decimos que  es un conjunto regular.

Elemento idempotente es el a que cumple ava — a. (Si todo a de E es
idempotente, se dice que £, y también la ley de composicién, son idempo-
tentes))

Elemento licito a la derecha, s el z que cumple zea = 7, yac E. Lo
anilogo define un elemento licito a la izquierda y clemento licito: el que lo
es de los dos modos. Si este iltimo existe es Gnico, y en notacion multipl
cativa suele representarse con 0.

Elemento neutro & Ia izquierds, es el e que cumple enx = ¥, yx € £ Lo
andlogo para elemento neutro a la derecha. Es elemento neutro el que lo es
alos dos lados. Si existe es tnico. En notacién multiplicativa se suele represen-
tar con 1. Se le llama también clemento unidad, o elemento idénico, para la
ley considerada.

En relacién a un elemento neutro (al menos a un lado) e, se dice que o’

un inverso a la derecha de a si . En tal caso diremos que a
es inversible a la derecha. (Lo anilogo a la izquierda.)

En relacién al elemento neutro (a los dos lados) e, si para un elemento
existe otro a’ con asa’ = a'ea = e, se dice que a es simetrizable y que a y o’
licativa es més usual decir inversos, y en

ion aditiva s frecuente decir opuestos,)

Dos clementos x, y, son permutables (o conmutan) cuando es xay = yox.

Un elemento a sc dice central cuando conmuta con todos los de E. El
conjunto C de elementos centrales es el centro de £ (puede ser 2). Siel centro
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es C= E, la operacién sc llama conmutativa, y el conjunto  se dice conmu-
o

n Ta igualdad xva = m, se dice que x es el complemento a la izquierda
© bml, cociente a la izquierda) de m

'Un conjunto £ verifica Ia condicidn de existencia de cocientes a la izquierda
si cualesquicra sean a, m en E existe al menos un cociente a la izquierda de m
por a.

El axioma de cocientes a lerda en un conjunto £, e la suposicién
de existencia y unicidad del cociente a a izquierda de m por a, para todo
par de elementos a, m en E. En tal caso, la operacidn que asocia el par (m, a)
con el x tal que x#a = m, se llama operaci6n inversa a Ia izquierda de 1a ope-
racién considerada.

Anilogas son las definiciones a la derecha. El axioma de los
es la conjuncién del axioma de cocientes a la izquierda y el de cocientes a la
derecha.

Sea E un conjunto con una operacién binaria que denotamos mul-
tiplicativamente. Indicamos con @, b, c, ... elementos de £, y con 4, B, C,
subconjuntos (o partes) de E. Ponemor

ad ={ax;xeA} AB={ab;acA, beB}

A es parte estable de E, para la operacion considerada, siac Ay be A =
= abe A. [Otros autores dicen que A es una parte cerrada, o conexa, para
esa operacion.]

es parte licita a Ia derecha de £, para la operacion considerada, si es
Ax = 4, yx e E. (De donde es claro lo que significan parte licta a la izquierda
¥ parte licita.)

U es parte unitaria a la derecha de £, si ue Uy xue U= x& U. (Como
de costumbre es lo que significa parte unitaria a la izquierda y parte wnitaria.
Entre todas ellas se incluye el 2.)

. Se s anden on un confun 5, way el bnwin o gos
parn todas los sementss 6,5, 6. do £ cumple s siguicntcs relacions
L R?ﬂexwa aRa.
2. Transit y béke implica ade.
kY Anlmmllnm (o pmpm) aRb y bRa implica a = b.

Diremos que la relacién es de orden total cuando no hay elementos incom-
parables, esto s, cuando s afiade la siguiente condicion.

4. Alternativa: si o es aftb, es ba.

[Otros autores llaman orden parcial, o semiorden, etc., a la relacion defi-
nida por 1,2, 3., que deja la posibilidad en £ de elementos incomparables.
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En este caso, es claro que ellos llaman orden a lo que nosotros hemos llamado
orden_ total]

n conjunto ordenado, u ordenacién, £, s un conjunto en el que se h:
definido una relacién de orden. Se llama cadena a un conjunto totalmente
ordenado, esto es, con una relacién de orden total,

De modo general una relacién de orden la indicaremos con el signo <.
Resulta asi claro el significado de los signos < e =, que en nuestra notacién
indican relaciones incompatibles: no puede ser simulténeamente a< b y
a = b. Pero pondremos otro signo, < 6 <, cuando el orden considerado
pueda confundirse con un orden de inclusion conjuntista.

autores emplean ¢l signo < con ¢l mismo significado que aqui
hemos atribuido al signo <.]

7. Sea E un conjunto ordenado.

Elemento inferior (0 elemento nulo, 0 minimo) de E s, si existe, el elemento
z€Etal quez S a, vacE. (i existe s tnico)

El elemento superior (o elemento universal, o miximo), u, de E, s¢ define
icamente al antedicho, por dualidad: ue E tal que a € u, yac E.

De dos clementos x, , de E, se dice que x cubre a y i es y< x y
cxsto .5 tal quo y = £ . Tambiéa so ios enbonces qve.x . som dlemes
tos contiguos. Los dtomos de E son, si existen, los contiguos del elemento in-
ferior de E.

simétri

05 seccién inicial de x, y representamos por  (también por S;)
¢l conjunto de los clementos a ¢ £ tales que a < x. Dualmente se define
la seccién terminal de x, indicada. por X.

Un subconjunto A< E, que tenga I propicdad de que x€ A = ¥ © 4,
s decl, qus con cads clemento  ds B incluye & todos sus nteriors 6 lama
parte hereditaria de £,

Sea A una parte del conjunto ordenado E.

Elemento miximo de A e, si existe, ¢l me A tal que x € m, yx€A.
Simétricamente a éste se define, por dualidad, el elemento minimo de A.

Elemento maximal de A: Es, si existe, todo m € 4 tal que m & x, yx € .
Dualmente se caracterizan los elementos minimales de A.

Elemento mayorante (0 cota superior) de A es, si existe, todo elemento
seF tal que x € 5, yxeA. La definicidn de clemento minorante (o cota
eron) o G e I el

El supremo de A (sindnimo: extremo superior de 4) s, si existe ¢l m € E,
cota superior minima de A. Dualmente se define cl fnfimo de A (o extremo
inferior, o cota m/ﬂmr ‘mdxima).

El subconjunto 4 se dice mayorado (o acotado superiormente) si tiene
en E alguna cota superior. (Dualmente, se dice minorado si tiene cota inferior).
Un conjunto A se dice acotado, cuando es simulténeamente mayorado y mi
norado.
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El conjunto E se dice inductivo cuando toda cadena en £ admite un ele-
‘mento mayorante. Se dice que £ es fuertemente Inductivo cuando toda cadena
en E admite una mayorante minimo.

Axioma de Zom. Todo conjunto inductivo adite al menos un elemento
maximal.

Un conjunto ordenado £ satisface a la condicién maximal, si todo sub-
conjunto no vacio de E tiene al menos un :lemenln ‘maximal. Esto equivale
2 que toda cadena de £ tiene un elemento méxim

iremon Que £ cumpls a condcin de cudean ascemdents s loda sucesion
estrictamente creciente de elementos de £, 4, a,< ... €s fini

‘e modo simético a o dicho s dehnen 15 condicon misinal y la de
cadena descendente.

Se dice que E esté bien ordenado (0 que tiene un buen orden) cuando cual-
parte no vacia de E tiene un elemento minimo.

[l

Axioma de Zermelo. Todo conjunto E puede ser bien ordenado.

. Sean £ un conjunto y #(E) ¢l conjunto de las partes de E. Un
subconjunto de (E) suele llamarse f
El conjunto #(E) se considera ordenado por inclusion.

Axioma de eleccién. Para todo E se pwde definir una aplicacion f de
P(E) en E, con la que a cada A € H(E) no vacia se asocia un elemento a =
=/(4) € A. (Esta f se llama funcién de eleccitn. EI /() se llama clemento
distinguido de A, 0 clemento elegido.)

Llamamos elemento virreducible de una familia & a todo aquel Fe &
que o es interseccion de dos £, F,€ F que le contienen estrictamente.

sistema de clausura (0 familia de Moore) es una familia # de partes
de E, cuando E pertenece a clla y, ademds, con cualesquiera partes de £
jue estén en la familia estd su interseccior

L Ee#:2.5i #< %, ambién N Fe&.
Fes’

At de davars g rltv 8 usa fuiia de Moore , s 1 e 3
cada parte A de E asocia la minima parte A € # que contiene a A. Las imd-
genes, A, se llaman partes cerradas, relzuvamenle a ¢(o a #). La aplicacion
de clausura es 1. extensiva, A < A; 2. isbtona, A < B~ A< By 3. idem-
potente, A = A. Reciprocamente, en una aplicacién ¢ de P(E) en si con
estas tres propiedades, ¢l conjunto de imégenes es una familia de Moore.

Equivalencia de clausura, relativa a una % de Moore dada (a a su w
correspondiente) es Ia que s¢ define en #(E) por A = Bsi y solo si A

llama filtro una familia  de partes de £ estables para la o,
liitas para la unién y que no contienen al . O bien, lo que sc demucstra
equivalente:
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LFeYyFed= FnFed;2 FedyXoF=Xe¥;3. 049,
Familia U-inductiva de partes de £, es aquella familia @ tal que si ¢

es una cadena sacada de %, entonces X+ = U_X es un mayorante de los

clementos de I cadena. En este caso X cs mayorante minimo de €.
Si E es un conjunto ordenado, cl conjunto % de las cadenas € de £,
ordenadas por la inclusion de conjuntos en #(E) es una familia U-inductiva.

Axioma de Hausdorfl. En todo conjunto ordenado E existe una cadena
maximal.

10. Sea E un conjunto ordenado.
Diremos que E es filtrante superiormente cuando todo subconjunto de
dos elementos estd mayorado:
va,beE, 3ceE con c2a y c2b
De modo simétrico se define un conjunto filtrante inferiormente. [En otros
autores se dice dirigido en vez de filtrante.] Conjunlo filtrante s ¢l que lo
e de mbos ‘modos: superiormente ¢ inferiorm
os_supsemirreticalo (también Vsemimeticu) a1 conjunto or-
denado £ donde tode par de clementos {4, b} tiene un supremo, designado
por @ V/ b (también por a U b). De modo simétrico s define el infsemerri-
ticulo (o A-semirreticulo), donde ¢l infimo del par de clementos {a, b} se
indica a A\ b (también @ b).
Se dice que un supsemirreticulo  es completo cuando toda parte de &1,
A< E, tiene un supremo. Este se indica por VA.
reticulo es un conjunto ordenado T, que es a la vez sup ¢ infsemerre-
ucnlo Cabe también definir un retculo como un conjunto T en el que se han

conmutativas, y ligadas por la ley de absorcié
La correspondencia entre ambas definiciones se establece poniend

infimo de {4, b} = a A b; supremo de {a, b} =aV b.

11. Sea T un reticulo. Cabe considerar en él diversas propiedades suple-
mmmiu. que los califican como sigue (las condiciones son para va, b, c € 7).
istributivo: Cuando
LapnGVeo=@Ab V@A) 2aVbArd=@VbA@Va)
T modular: Cuando,
siempre que sea a< ¢, esaV(bA)=(@VHA(@Ve).
cotas universales. Son los reticulos que tienen un elemento miximo
(de ordinario indicado 1, 0 1)y un elemento minimo (de ordinario indicado 0,
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Es un reticulo con elementos méximo y minimo y la
propiedad de que para todo elemento a T se puede encontrar otro, as,
con la condicién a Aat Vas = 1. Se dice que a* es un co
de a (puede no ser nico).

Si un reticulo complementado es distributivo, el complemento de cada a
es dmico, y se indica por @', Un reticulo complementado y distributivo se
llama retieulo de

T completo. Un reticulo es completo cuando todo subconjunto de él,
A< T, tiene un supremo y un infimo.

Teorema de MacNeille. Todo conjunto ordenado E puede sumergirse
en un reticulo completo T de manera que el supremo y el infimo se conserven.

in reticulo completo L, se dice que a es un clemento compacto de L
sias V; x;j, implica la existencia de una parte finita Fde J de modo que

a< V x;. Un reticulo s de generacién compacta si todos sus elementos son
cota. superior (f

o infi

) de compactos.

12. Se llama ideal de un reticulo 7' (y también de un V-semirreticulo)
toda parte # < T que es 1) hereditaria, 2) estable para V:

aesyxca=xes ) acs ybes >aVbes.

Un ideal se llama maximal cuando es maximal entre los ideales que no
contienen el 1 de 7. Se dice primo cuando a A b . implica ac.# & bef.
Se dice irreducible cuando no pm: ser interseccién de dos ideales de T que
le contengan estrictamente : S — X =S = § 6 5 =. (Aqui
Jnx"gmﬁcaelcomumod://\ keonje £ykeX).

En cuanto sigue se trata de ilgebras asociativas (damos aqui a la
pllhbrﬂ dlgebra, y a subdlgebra, l ignificado defnido en e enunciado 11-8).
un
Se llama casigrupo cuando, ademis, todo elemento es regular (es decir, si
vale Ia ley de simplificacion). [Otros autores llaman monoide a lo que nosotros
semigrupo, y llaman semigrupo a lo que nosotros casigrupo.]
i sobre un conjunto E, se define en enunciado I-4.

(Un caso particular notable es ¢l de grupo simétrico sobre n elementos.)

En correspondencia a cada elemento a de S s define una traslacién a la
Tequir ( ¢ I deocta), s ¢ delion e of i 14

Los conceptos de grupo y subgrupo son incquivocos y huelga definirlos
i, Sea G . S0y 3 0B o, eimentos Suyoh, Adoptames natacia
multiplicativa.

Grupo mondgeno es el que admite un generador de un solo zlumm,
Grupo ciclico es el mondgeno y finito. Grupo
define en el enunciado IV-27. Grupo hiperciclico se define en el enunciado lV 9
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ordenado (lo mismo para semigrupo) es aquel donde hay un orden

Siriuatitia ooh 1a operscidas Bb. ded, . operacin 4 béteme: 45 Do

@x© b y xa S xb, yx €. El com postivo do un Brupo crdeasdd, 1o
define en el enunciado 1139,

El elemento axa™ se llama transformado del x por a. Dos clementos se
dicen conjugados si uno es un transformado del otro. A cada elemento a de
G se asocia una aplicacién de G sobre si definida por ¥—>axa™, yxeG, que
es un automorfismo de G. A éstos se les llama automorfismos internos de G.

El subgrupo xHx se dice transformado del H por x. Los dos subgrupos
se dicen conjugados.

cada subgrupo H de G, viene asociada en G una equivalencia # regu-
lar a Ia derecha con clases a Ia derecha xH y una equivalencia #' regular  la
izquierda con clases a Ia izquierda Hx.

Subgrupo distinguido de G cs todo H que cumple la condicién xH = Hx,
Vx €G. [Se les llama también subgrupos invariantes de G, 0 normales.]

Subgrupo casi distinguido de G se define en IT1-29.

Subgrupo conmutador de G es el engendrado por el conjunto de los con-
mutadores en G, xyx-1y; se le llama también grupo derivado de G, D(G);
y el k-simo grupo derivado de G, D(G), se define por recurrencia, en IV-20,

Subgrupo denso, se define en T1-28; subgrupo alslado se define en II1-35.

‘normalizador y ¢l centralizador de una parte A de G, se definen en el
enunciado 111-31. La bolomorfia de G se definc en la solucién de ITI-33.

Diremos que G es producto directo de sus subgrupos A y B si y sdlo si:
1) Ay B son subgrupos distinguidos de G, 2) G = ABy 3) An B = {e}.
En este caso se escribe G = producto semidirecto se define en I11-36.

En notacién aditiva, el grupo abeliano G es suma directa de sus subgrupos
Ay Bl Bm Gy A B (0] Enicss caio e ewtibe U A1 B:

quees

Se llma sere normal  toda cadena inia duc va de G & F — (¢} (donde ¢
es el elemento unidad del grupo),

Gy=G5G,5G>...5Gx=FE,
con esta condicion suplementaria: todo Gy es subgrupo distinguido de Gi-y.
Dos series normales son isomorfas cuando tienen la misma longitud,
upos cocientes, G;-,/Gy, de ambas se pueden poner en correspondencia.
hxy:cnva donde los correspondientes sean isomorfos.

reorema Dos series normales cualesquiera de un grupo G,
admiten subdivisiones isomorfas.

Se llama serie de composicién de un grupo G una seric normal finita
maximal de G a E. Esto quiere decir que es (si existe) una serie normal que
no admite subdivisiones, lo que cquivale a que todo grupo cociente Gy,/G;
sea simple, es decir, no tenga ningiin subgrupo distinguido propio.
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rcorema de Jordan Hilder. Si un grupo G admite diversas series de
compo.ncmn, dos cualesquiera de ellas son isomorfas.
resoluble es el que admite una serie normal cuyos grupos co-
ciente son abelianos. Si admite una serie de composicion, ésta tiene sus grupos
cocientes a la vez abelianos y simples, luego ciclicos de orden primo.
La nomenclatura relacionada con los Teoremas de Sylow es inequivoca,
por lo que no la recordamos aqui.

16. Al referirmos a un anillo no le suponemos necesariamente con
elemento unidad e. Si lo tiene se llama anillo uniario. Al referirnos a un cuerpo
le sobreentendemos generalmente conmutativo. [Un cuerpo no conmulativo
se llama también, en otros autores, cuerpo oblicuo, hemicuerpo.]
sinénimo de cuerpo conmutativo. Por tltimo, anillo de division significa un
cuerpo sobre cuya conmutatividad o no, nada se presupone.

Sean A un anillo y a, b, c,.... sus elementos.

Si ni a ni b son cero, pero ab = 0 se dice que  es un divisor de cero a la
izquierda, y que b lo es a la derecha [también se les dice subeeros]. Un anillo
fntegro es el que no tiene divisores de 0.

un A con elemento unidad e, se llaman uaidades los elementos inver-
sibles. Su conjunto, U, es multiplicativamente ¢l grupo de las unidades.
ominio de integridad es un anillo conmutativo ¢ fntegro [otros autores
exigen que también sea unitario].

Anillo de Boole es un anillo conmut
unidad.

Canactrton de un snlle d e partcle, do s g €) o  exte
el menor entero positivo m tal que mx = 0, vx € A. Si no existe se dice que 4
s de caractersicn mula [otros dicen minle, o sin caracterivical. Si A %
integro y % {0}, la caracteristica o es 0 o es un primo .5 hay et
unidad e, este p es el orden del subgrupo aditivo I' = (¢) = (0, ... (p — D},
que en tal caso constituye el llamado subeuerpo minimo de A

Cuerpo primo de un cuerpo C, es la interseccion 77
subeuerpos de C. Si es el caso antedicho, coincide con 1"

El anillo producto de otros dos A y B, es el conjunto de pares (a, b) con
acA, beBy

/0, idempotente y con elemento

&) de todos Ios

@b)+@.b)=(@+a,b+b): (ab)(@,b)=(ad,bb).

Tdeal a la derecha del anillo 4, es un subanillo b de 4 multiplicativamente
estable a la derecha: b4 = A. Un ideal bilatero, m, se llama simplemente
ideal: va,beA aemy bem=a—bem; mAd = Am=m.

un a4, el conjunto b de los elementos de A con ad =0 es us
ideal 2 Ia derecha i ¢ Nma amslador a K derecha de . Andlogameate
a la izquierda, y el anulador (bilitero) de a.
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La suma, e interseccién (wn]unusu) de dos ideales de A, son
también ideales, deinidos el modo n
a+b={a+b;aca beb) o = {ab; aca, bet)
Residual del ideal a por el b, indicado a : 5, es el mayor ideal ¢ que mul-
iplicado por 5 queda contenido en o. Es deci
atbmem={x; xE4, xllgn)
17. Sean A un anillo conmutativo, a,5,... ideales de 4, y a,b,... ele-
mznlas genéricos de 4.

es aquel, p, en ¢l que abep y a ¢ p, implica b € p. Se llama
idel pmluna un ideal q tal que ab €q y ninguna potencia de a pertenece a q
implica b q

Diremos que  es ideal semiprimo de A cuando todo clemento de A con
alguna potencia en § es también clemento de 3.

Se llama radical de un ideal m, y se indica #(m), el minimo ideal semi-
primo que contiene a m. Esto es: ¢l conjunto de elementos r del anillo A
que tienen alguna de sus potencias cn m.

Diremos que un ideal es p-primario, s es primario y tiene el ideal primo p
como_radical.

Un ideal de radical primo se llama casiprimario. Si ¢ es casi primario,
equivale a decir: abcc y ninguna potencia de a pertenece a ¢, implica que
alguna potencia de b pertenece a c.

Tdeal g primario fuerte en el anillo 4, es el que siendo o, § ideales de A,
cuando ab S q y o § q, alguna potencia de b esté contenida en g.

Todo ideal primo es semiprimo. Todo ideal primo es primario y coincide
con su radical. Todo ideal primario fuerte s primario. Todo ideai primario
es casiprimario.

18. Una interseccion finita de ideales primarios se dice interseccl
normada cuando estos ideales tienen radicales diferentes y ningn ideal es
superfluo en la interseccion. Tales ideales son los componentes de la inter-

seccion.

Liamaremos componente aislado de Ia interseccion g, . ..qr a toda inter-
seeitn parial de Tdeales primarios 4 take Qe s reliosles no facheyan
a ninguno de los radicales de los otros ideales primarios.

Diversos_conceptos de interés secundario, y por tanto generalmente
menos conocidos se definen en los enunciados. Hemos ya citado algunos,
y afiadiremos: anillo casi local (en V-20), anillo cerrado (cn
VII-13) elementos idempotentes descomponibles (en VI-29), elementos indi-
ibles (en VI-28) y, finalmente, frontera de un ideal por otro (en VI-24).

cuanto a Ia restante terminologia relativa a la extensién de cuerpos
¥ teorfa de Galois no ofrece posibilidad de confusidn, por lo que es innecesario
glosarla aquf.
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CAPITULO |

Leyes de Composicién

Enunciados

1
Si en un semigrupo D existe un elemento a tal que D = aDa, hay en D
un clemento unidad.
2
Sea D un semigrupo con algiin elemento licito z y elemento unidad e,
tal que e y  sean los iinicos elementos idempotentes de D. Demostrar que si
un producto ab es inversible, ambos clementos a y b son inversibles.
3
D un semigrupo con un nimero finito de elementos, en el que las

igualdades x = ay, y = bx implican x = y. Demostrar que en D hay al menos
un elemento licito a la izquierda.

4

Siendo £ un conjunto cualquiera, llamemos semigrupo simétrico sobre £
al conjunto H(E) de las aplicaciones dc E en , con Ia ley de composicion
de aplicaciones.

1.° Sea J el conjunto de las ag € H(E) definidas por

(Vx€E) afx)=a€cE.

Demostrar que J es el conjunto de los elementos licitos a la derecha
e H(E), y elemento minimo del conjunto de partes licitas a la izquierda
de H

z >" Sean & 7 dos clementos de H(E). Demostrar que la hipbtesis
(Mae)) Eoa=roa
implica &

-
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3° Sea ® una aplicacién de J en J. Demostrar que existe una aplica-
cién tnica p de £ en £ tal que

(Vae)) Pa)=goa

Demostrar que la nphcxnlén Fde H) en H(E) definida por ¢ = F@)
es un isomorfismo de ser

= Sen A una biyeoion e J. Demostrar que I aplicacon of; o H(E)
en si mismo definida por

VEEHE),  di§)=lofol?, 2=Fd)
es un automorfismo de H(E) que prolonga

4.
5° Demostrar que todo automorfismo de H(E) es de la forma ofy
definida en ¢l punto 4.,

5

E un conjunto cualquiera, H(E) el semigrupo simétrico sobre E
(ejercicio precedente). A cada elemento & de H(E) se asocian su equivalencia
de aplicacién (; y la imagen S de E por &:
§(), x € E}.
., y & son dos clementos dados de H(E), establecer los resultados
siguientes:

1o Para que exista 7 € H(E) tal que & =7 0 &, es necesario y suficiente.
que U, = U,

27" Para que exista 7 & H(E) tal que & = & o7, es necesario y sufi-
ciente que S¢, € S,

S

6

Sen D un semigrupo mulipliatv, D)o emigrupo simétrico sobre D
(eje 4). A todo clemento a de D s hace corresponder la traslacion
ala m]\nexda asociada, es decir, el elemento 7, de S(D) definido por

(VxeD), yalx) =

1. Demostrar que el conjunto de las traslaciones a la izquicrda es una
parte estable de S(D) y que la aplicacién a > yq de D en S(D) es un homo-
morfismo de semigrupos. Deducir que si D posee un clemento unidad, es
isomorfo a un subsemigrupo de 'Sty

2° Se supone que D no tiene elemento unidad. Definir un conjunto D;
tal que D sea isomorfo a un subsemigrupo del semigrupo simétrico S(D).
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7

Sea E un conjunto con una ley de composicién, indicada por yuxtapo-
sicidn, que verifica algunos de los axiomas siguientes (siendo a, b, ¢, d, cle-
mentos cualesquiera de E):

(ﬂb) (cd) = (ac) (ba);

ﬂ(br) = (ﬂb) (at)»

Establecer los siguientes resultados:
1. Los axiomas 1y 2 implican los axiomas 3 y 4.
2° Cuando se cumple el axioma 1, el conjunto de idempotentes es
una parte estable cn la que se cumplen los axiomas 3 y 4.
3" Cuando se cumplen s axiomas 3 y 4 o conjunto de idempotentes
es una parte licita.
> Con la existencia de un elemento unidad bilétera, el axioma 1 im-
pm: la ccnmmammnd ¥ la asociatividad.
n Ja existencia de un elemento unidad a la derecha, ¢l axioma 3
|mpl|ca A a2

8

Sea E un conjunto con una ley de composicién indicada por yuxtapo-
sicién, que verifica algunos de los axiomas siguientes (en los que a, b, ¢, d
designan elementos cualesquiera de E):

implica ac =

ab = ba;
3. (ab) (ed) = (ac) (bd);
4. (ab) c = a(be) implica a

1.° Demostrar que los axiomas 1 y 2 implican Ia existencia de cocientes

9 la fegla de simplitcacén.
mostrar que los axiomas 1, 2 y 3 implican, para clementos a, b,

o dcu:lesqmrm de E, la igualdad [(ab)c}d = [(ad)clb.

3 Supuesto que se cumplen los axiomas I, 2, 3 y 4, demostrar los si-
ites resultados:

) Toda igualdad de la forma aa = bb implica a = b;

b) toda igualdad de la forma (aa) (bb) = cc implica ab =

9 i £ et un conjuato o, of ntimero Y de us St o g
Dar un cjemplo en el que sea
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9
Sea E un conjunto con una ley de composicién (x, y) > x e y y sean
4, f, 7 tres bigecciones de £ sobre si mismo, Indicamos por ax, por ejemplo,

¢l transformado de x € £ por a.
Definimos una nueva ley de composicién = poniendo, para x, y, cuales-
quiera, x # y = plax « fy).
1. Demostrar que s la ley » posee una de las tres propiedades siguient
a) condicién de existencia de cocientes a la izquierda;
b) condicién de existencia y unicidad de cocientes 2 la izquierda;
o) regla de simplificacion a la derecha;
también la ley + posce esa misma propiedad.

20

Demostrar que, por el contrario, la existencia de un elemento neu-
tro 0 lcito a un lado, la asociatividad, la conmutatividad, son propiedades
que no se transportan de la operacién  a la #.

10

Con las mismas notaciones del ejercicio precedente, sea dadala biyeccion .

1.2 ;Se pueden elegir « y f de modo que exista para la ley » un elemento
neutro a la izquierda? gy un elemento neutro (bildtero)?

2.2 4Se pueden elegir a y § de modo que exista para Ia ley  un elemento
licto a 14 devecha? iy un clemento licito (bilitero)?

u

Conservamos las notaciones del ejercicio I, 9. Suponemos ahora que
Ia ley + es asociativa y que existe para la Jey - un semenio e neotro (ko).
Convenimos en indicar por de las

Demostrar que fyx = ayp, y que para g cualesquicra x, y, de E,
se tiene

Brixe) = frxey,
@xe)) = xeay.

Deducir de ello que ¢ = fya es un isomorfismo del semigrupo (E, #)
sobre (£, *).

2

Sean a, b dos enteros relativos no nulos. Definimos en el conjunto Z de
los enteros relativos una ley de composicion T, poniendo x T y = ax + by.
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1.° Demostrar que para todo entero n estrictamente positivo, la rela-
cién con congruencia médulo n es compatible con T. Se puede, pues, definir
1a ley asociada T en el conjunto cociente.

2° {Cémo deben elegirse a, b, n para que la ley T sca asociativa?
;para que sea conmutativa? gpara que exista un elemento neutro a la izquierda?
ia la derecha? gbilitero?

13
Sea A un anillo, no necesariamente conmutativo.
1.° Se define en A una nueva ley de composicion * poniendo
asb=a+b+ab.

a) Verificar que esta ley es asociativa y tiene un elemento neutro. ;En
qué casos existe un elemento licito?

b) Demostrar que en el caso particular en que el anillo 4 posee un
elemento unidad e, el semigrupo asi obtenido es isomorfo al semigrupo mul-
tiplicativo del anillo.

2 Se definc en A una nueva ley de composicién T poniendo
aT b=ab—ba.
Verificar que esta ley no s generalmente asociativa, que no hay elemento

neutro, que Ia ley T es distributiva respecto a la adicion y que, para a, b, ¢
cualesquiera

m @THTe+ET)Ta+(cTa)Tb=0.
3.° Definimos en 4 una nueva ley de composicion L poniendo
alb=ab+ba
Verificar que esta ley es conmutativa, en general no es asociativa, es dis-
tributiva respecto a la adicién, generalmente no existe elemento neutro y,

para a y b cualesquiera,

@ lela)Lblla=(@la)L(bLa)



Soluciones

1

Sea x un elemento cualquiera de D. Existen en D clementos y, b tales
que x = aya, a = aba. Pongamos e = ab, f = ba. S¢ tiene entonces

ex = (ab) (aya) = (aba)ya = aya =x,
3f = (aya) (ba) = aylaba) = aya = x.

Resulta de esto, que e cs clemento unidad a la izquierda, f es clemento
unidad a la derecha, y por tanto e = f ¢ elemento unidad bilitera.

2

Sea ¢ el inverso (iinico) de ab: abe = cab = e. El elemento be cs, pues,
inverso de a a la derecha. Para demostrar que también es inverso de a a la
izquierda, basta establecer que bea = e, y para esto, que bea es idempotente
y diferente de z. Ahora bien,

(bea)t = (bea) (bea) = b(cab)ca = beca = ba.

bea = z implicaria @ = (abe)a = a(bea) = az = 2, lo que es imposible
porque abe = e.

Se tiene, pues, abe = cab = bea =, y los dos elementos a, b son inver-
sibles.

Observacion. Un enunciado cquivalente es: En un semigrupo con un
clemento unidad e y un elemento licito z como {inicos idempotentes, el con-
junto de los clementos no inversibles es una parte licita.
3
Consideremos Ia relacién binaria 9 definida por:
xRy siysélosix=y6x=afaeD).

Se comprueba. inmediatamente que se trata de una relacién de orden.
Como ¢l semigrupo D o tiene més que un nimero finito de elementos, ad-
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‘mite al menos un elemento minimal z. Por la definicion de % tenemos, para
todo x € D, xx%z, es decir, puesto que z es minimal, xz = z. Por tanto, z
es clemento licito a Ia izquierda.
Observaciones: 1.° Si D no es conmutativo, este clemento licito a la iz-
quierda no es necesariamente tnico (ejercicio 1 de
Por el contrario, si D es conmutativo, es z elemento lcito inico,
por serlo a In derccha y & la izquierda.

4

Convengamos, para aligerar la escritura, en indicar con £ la aplicacién
compuesta 70 &
L Seanag €J, & € H(E), x € E.

(@) (x) = aalé()] = @ = au(x), de donde agé = .
(802) (3) = &a) = ay(x), poniendo b = &a), de donde da, = .

Por tanto todo elemento de J es licito a la derecha, y J es parte licita a la
izqui
s. T es una parte licita a la izquierda cualquicra, se tiene
=JIc HEJ<T,

es decir, J < 1, y J es clemento minimo del conjunto de partes licitas a la
izquierda.
En fin, s es un elemento licito a la derecha de H(E), I igualdad a = az
ica a = ay, donde b = a(a), luego a e J. Por tanto, J s el conjunto de
lementos Tictos  Ta derecha de HE).

2.° Por hipdtesis, para todo x € £ se tiene a; = az, 0 sca
(V1€E)  (faz) () = (ras) (0,

© también &(x) = (x), es decir & =1.
3° Sea ® e H(J). Pongamos ¥(a;) —a,. Una condicion necesaria y
suficiente para que paz =a, (p € H(E)), es que

WIeE)  (pa) () =ay(0),
s decir, g(x) = y. El dar & € H(J) determina, pues, ¢ € H(E) tal que

(Vae)) &a) = ga.



8 LEYES DE COMPOSICION

Reciprocamente, puesto que J es una parte licita a la lzqmerdl, el dar ¢ de-
termina @. En fin, si @, y @, son dos aplicaciones de Jen J,y si

7 =F@), g = F®),
@,8) (@) = P,[P@)] = ¢:(g20) = (71 ), para todo a€J,

lo que implica F(®, ;) = g, 73 = F@)F(@) y F es un isomorfismo de
H(J) sobre H(E).
4° Si A es una biyeccion de J, 2 = F(A) es, pues, una biyeccion de £,
¥ se puede definir 57,:¢ - A8/ Es claro que <1, es un automorfismo de H(E).
a aeJ; entonces s{3(a) = Aai = 7a = A(a), es decir, que A es la
restriccion de <0y a J.
A un automorfismo cualquiera de H(E). La imagen por < de
un elemento licito a la derecha de H(E) es asimismo un clemento llcilo a Ia
derecha de H(E), luego <{(J) < J. Del mismo modo utilizando <-! s
() € J de donde J < <A(J). Se deduce que la restriccién A de 51 s Jexist,
¥ que es una biyeccin de J. Se pueden entonces definir 2 = F() y el auto-
morfismo <(,. Es claro que <1, es un automorfismo de H(E) que deja
invariante cada elemento de J. Mostremos que tal automorfismo 3 es nece-
sariamente el automorfismo idéntico de H(E),lo que demostraré que <{ = 5.
Si se tiene, para todo a €J, Ba) = a, resulta, para todo & € H(E),

P

&a = PB(E) Bla) = B(&a, de donde BE) = & (29).

5

17 Si f=nok, es claro que &(a) = &(b) implica &(a) = &(b);
se tiene, pue), U Ve

iprocamente, supongamos Yy, < U, Para todo x €Sy, existe al
menos un y & £ tal que x = &(), y 105 y que tienen esta propiedad consti-
tuyen una clase modulo g, contenida en una clase modulo Ve, Luego,
si se pone

(%) = &O)

el elemento 7(x) es independiente de la eleccion del representante y. Se puede
complta It deiniién de  poniendo, por cemplo, 1) — x para x ¢ i,
Efectivamente 7 es una aplicacién E, y, para todo z € E se tiene
o 5,) (@) = &(2), s decir & =708,

Si g, , es claro que todo elemento de S, es imagen por &
P E, de donde Sy, < S,

Reciprocamente, supongamos Sy, < S, Para cada x € £, y

un clemento de Sps ¥ cxote Al ménos un < E al que » < &0,

&) e
se elije
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uno de estos x' para cada x € £, y si se pone ¥’ =7(x), se define una apli-
cacién 7 de E en E. Se tienc entonces &,(x) &%) = (§07) (%), es
decir, & = & 07.

6

1.° Para todo x € D, la igualdad a(bx) = (ab)x demuestra que yq 05 =
Ya. La aplicacion compuesta de dos traslaciones a la izquierda es, pues,
una traslacion @ la izquierda y, adems, la aplicacion a -y es un homo-
‘morfismo de semigrupos.
2° Si D admite un elemento unidad ¢, a # b implica y(e)

—yye), de donde y, # yp. El homomorfismo @ >y, es, pucs,

Ia imagen de D en este homomorfismo, es decir, el subuuugnlpo e S0
constituido por las traslaciones a la izquierda, es isomorfo a D.

Observaciones: 1. Se obtiene la misma conclusion suponiendo solamente
Ia existencia de al menos un clemento simplificable a la derecha.
. En el caso particular de que D sea un grupo, se reencuentra un resul-
tado conocido (11, 6).
3.° Consideremos ¢l conjunto DU {e} = D, donde e es un simbolo
cualquiera. Se le puede dar a D, una estructura de semigrupo si ponemos
—e
ex=xe=x paratodo xeD,
y tomando como producto en D, de dos elementos de D su producto en D.
La verificacién de la asociatividad es inmediata.
Entonces Dy, semigrupo con elemento unidad e, es isomorfo a un sub-
semigrupo D} del semigrupo simétrico S(Dy). Luego D, subsemigrupo de
Dy, es isomorfo a un subsemigrupo D* de S(D)).

7
1. Utilizando el axioma 1y ab = aa = a si a = b, sc obticnc
a(cd) = (aa) (cd) = (ac) (ad),

es decir, el axioma 3. De un modo andlogo se verifica el axioma 4.
2° i se supone aa = a, bb = b, es ab idempotente en virtud de

ab = (aa) (bb) = (ab) (ab) (axioma 1).

Si ademds cc = ¢, se tiene a(bc) = (aa) (bc) = (ab) (ac).
Se verifica de igual modo que (ab)e = (ac) (bo).
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3. Supongamos verificados los axiomas 3 y 4. Sean a un idempotente
y b un elemento cualquiera de E. Entonces, af (aa)b = (ab) (ab), y ab
‘s idempotente. Andlogamente se verifica que es ba idempotente.

4 Supongamos verificado el axioma 1. Sea e el elemento unidad de .
[Entonces,

ab

(ea) (b0) = (eb) () =ba 3 albe) = @) (b0

(ab) (ec) = (ab)e.

5.2 Supongamos verificado cl axioma 3. Sea f un clemento unidad a Ia
derecha de E. Entonces, para todo a & £, se tiene

=af = a(ff) = @) (@) = aa.

1° La ley de composicion considerada es conmutativa. La exmen:lz
de cocientes resulta del axioma 1: en efecto, ax = b equivale @ x =

Supongamos ab = ac = d. El axioma 1 implica b =
2° Supongamos verificados los axiomas 1, 2, 3. Sea x = [(ab)cld.

El axioma 1 implica sucesivamente (ab)c = xd, luego ¢ = (ab) (xd).
Mediante el axioma 3 se obtiene ¢
De nuevo el axioma 1 implica (ad)e = xb‘ luego x = [ad)cl.

e

3 Supongamos verificados los axiomas 1, 2, 3,
a) Basta establecer que aa = bb implica (ac)b = a(ch) para un clemento ¢
E

Ahora bien, de aa = bb resulta (aa)b = b (axioma 1). Pero b = c(ck),
de donde (ans = (), Iuego (e = ch

El resultado del punto 2.° demuestra entonces que cb {(@)pla
¥, por el axioma 1 (nc)b ~a( )

5 b, el axioma 3 da

ab
Sea a un elemento fijo de , que suponemos constituido por N ele-
mentos. La aplicacion de £ en £ definida por x —»ax s inyectiva, por la
regla de simplificacién, y suprayectiva, en virtud de la existencia de cocien-
tes. Se trata pues de una biyeccion, que por axioma 1 coincide con su propia
reciproca. Esta aplicacion admite un tnico punto fjo f; pues ax = ¥ equivale
axx =a, y I aplicacién x > xx es también biyectiva. Resulta, pues, que N
es impar, ya que los elementos distintos de f pueden asociarse por pares cuyo
producto es a.




SOLUCIONES

Se verifica fécilmente que la tabla de multiplicacién

define una ley de composicidn sobre {4, 5, c} con la que sc cumplen los axio-
mas 1,2, 3y 4,

1.° Las propicdades indicadas en el enunciado resultan de las equi-
valencias

x+a=beax e fa—yib;
Xsa=ysa<axs fa=ay s fa<rax

e x
(suponiendo vilida para e la regla de simplificacion a la derecha).

2. Consideremos el semigrupo definido por Ia tabla de mulfi

A
_zzzx
e

ata efectivamente de un semigrupo, puesto que (e gyos un grpo
ciclico de orden 2 y el clemento = cs licito. E clemento

Si definimos @ y # por

S A R W
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¥ es la aplicacién idéntica, Ia tabla de multiplicar para » es

La Tey # o es ni conmutativa ni asociativa, pues

edrz=z4z4(+2)

No existen para + elementos licitos a un lado ni elemento neutro a un lado.

10

upongamos que e sea el clemento neutro a la izquierda para la ley
de composicion +. Entonces, para todo ¥ ¢ E, ¢+ ¥ =, es deci ae + fx =

Pongamos 5

aey sea 4y la traslacion a la izquierda definida por b:
(WyeE) M) =bey

Entonces, W0) =y By =By
Es, pues, necesario que la nasmmn a la izquierda 2 sea una biyeceidn.

Hecipootmeide, d G inilidtn & s Tagioti dy i i
cién, fomaromos f = G, o coaeiors, € =35, Se”tend entonces

(VxeE) esx=ybepx)=yhiiyix

Lo mismo se demuestra que existe para + un elemento neutro a la derecha,
e, iy 5610 si, existe un ¢ €  tal que la traslacién a la derecha pe:y >y * ¢
sea una biyeccion.

E i, g gu Bk it i ot o skt s
existan 2 Ia vez una traslacidn  la izquierda 4 y una tras a derecha
o G0 sean biectves, Reciprosameates s 0 cunple fal condicén s fomark

@pd™, B =GR




SOLUCIONES 3

con esto se constata que flc =ath, y este clemento s cfectivamente
elemento neutro para +.

2 Supongamos que cl elemento = sea licito a la derecha para +. En-
tonces, para todo x €, z4x =z, de donde az »fx =7z Poniendo
a2 — b, vemos que la traslacion & In izquicrda 7, : y b + y da una imagen
de E reducida al clemento

Reciprocamente, si existe un b e E, tal que 2y (E) = {p}, se tienc, toman-
do a tal que ayp = b y poniendo z = a™t b,

(xeE) zsx=yplazefx)=yb+px) =yp=alb

Se demuestra del mismo modo que existe para + un elemento licito a la
izquierda z, i y s6lo si, cxiste un c € E tal que Ia traslacion a la derecha
peiy—>ye+c de una imagen de E reducida a un elemento.

Finalmente, para que cxista un clemento licito (bilitero) es necesario
que existan a la vez una traslacién a la izquierda 7, y una traslacién a la dere-
cha p, tales que

WE) ={p}  pdE)={q}.
Reciprocamente, si csa condi

n se cumple, tomemos « y f tales que
Pra=

¢,y que este elemento es cfectiva-

ayp =

se comprucba enfonces que at
mente licito para +

n

Sean x, y, z, tres elementos cualesquicra de E. La asociatividad de »
implica

m @ax o ) « fz = ax « Bylay « p2).

Basta tomar x = = fe, para obtener, para todo y € £,
e o) v e me s By o), e dece apfy — Pray.

Reemplazando en la xmmor relacion (1) x, y, z, por @™t e, alx, 1y,
repeitvacng; s¢ obting

@e s frtR) ey e frlx o),

es decir,

De modo anilogo se demuestra que x = ayy = ay(x « ).
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n g compuesta de tres biyecciones es una by, Es wn
isomorfismo, pues para todo par de clementos x, y de E,

Plxey) = ﬁv@(wf * B) = Blaylax » By)] = fy(ax = ayfy) =
= by =gx * gy.

12

1.° La verificacion es inmediata, puesto que de
se deduce

=xmey=y(n
axtby=ax+by (@)
2.° Para que la ley T sea asociativa, es necesario y suficiente que

Vx,3,z€Z)  alax + by) + bz = ax + bay -+ b2) (),

es decir, que n divids a ala —1)x— b6 — 1)z, Haciendo x =1,
des , o5 Vo, s neseanrio oo A 8 ala— 1)y
bb—1). Es i que esta condicion e suficiente.

Para que la ley T sea conmutativa, es necesario y suficiente que

(Vx,yeZ) ax+by=bx+ay (n),

s dece, que n divida @ 0 —1) (). Bs claro que para sto s nessario
y suficiente que 7 divida a a— b,

P guc cxta un comento neutro a In izquierda ¢, es necesario y sufi-
ciente que exista ¢’ € Z tal q

(VxeZ) ae+bx=x (),

es decir, que n divida a (b— 1)x + ae’. Dando a x dos valores consecutivos
se ve que n debe ser divisor de b — 1. Inversamente, s n divide a b — 1, basta
tomar ¢’ tal que ae’ sea mltiplo de n, para que la clase de ¢’ médulo n sea
elemento neutro a la izquierda para .

ve del mismo modo que T tiene un elemento neutro a la der
¥ 5610 si n divide a a— 1, luego, tendré un elemento neutro bildtero si y o
s.ndmdutam po 1y ab— 1. [Se puede observar que en este ltimo
caso, ax + + ¥ (1), y Ia ley T no es otra que la clésica ley de grupo
it doinida on 1 conjunto de los enteros médulo n.]

13

ividad de la |=y » es inmediata. Es claro

A ¥ que un ek

es licito a un lado p 56l s, su opuesto ¢ comento unidad ol otrs
o para la mul(ipliucmn ‘habitual.

1° La verificacion de n aso




SOLUCIONES 15

Si el anillo tiene un elemento unidad e, Ia aplicacion x — e + x es Visi-
blemente biyectiva. Ademds, el transformado de xy es

etxsy=etx+y+xy=(+x(+y.

Se trata, pucs, efectivamente, de un homomorfismo de semigrupos.
2° Para los elementos a, b de A se tiene

aTa=0, bTa=—@Th).

La verificacion de la distributividad respecto a la adicion y de la propic-
dad (1) son inmediatas. No puede existir clemento neutro por ser a T a=0.

Tomando como anillo A el anillo de las matrices 2 x 2 de clementos
enteros y, por ejemplo,

1 0’ I xH ]
a= . b= . e=
ol ol

se constata que a Th#0,y (bT8) Te#aT(bTe). Laley de compo-
sicién T no es, pues, asociativa.
3° La conmutatividad de la ley | resulta de su definicion. La distri-
butividad respecto a la suma y la propiedad (2) se verifican ficilmente.
Volviendo a los elementos a, b, c, del anillo de matrices considerado en
el apartado 2.°, se comprueba que (a | b) L ¢ # a L (b1 ¢), y también se
ve que, poniendo

e=

;‘ ':H [ESERTIN

Ia igualdad a | e =a es imposible. La ley 1 no es, por tanto, asociativa
¥ 10 hay en clla elemento neutro.






CAPITULO 1I

Estructuras ordenadas

Enunciados

Los cuatro cjercicios que siguen consisten en demostrar que la propo-
sicion dada en cada uno es equivalente al axioma de Zorn.

1

i f cs una aplicacién de un conjunto X en el conjunto de las partes de
¥, existe una aplicacion g de X en Y tal que g(x) €/(x) si f{x) # 2.

2
Si (Edye e una familia de conjuntos no vacios, el producto cartesiano
I Ei no es vacio.
3
i  es una familia de partes de un conjunto £ tal que X & F i y sélo s
toda parte finita de X pertenece a 7, entonces F admite un elemento maximal.
4
Si E es un conjunto ordenado en ¢l que toda parte bien ordenada estd
‘mayorada, E admite un elemento maxims
5
Estudiar la_ demostracion del hecho que el axioma de Zom implique
el axioma de Zermelo. Aportando algunos afinamientos a esta demostra-

cién, establecer — mediante el axioma de Zorm — que todo orden que satis-
faga la condicién minimal puede sumergirse en un buen orden més fino.

2 oo
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6

Sea £ un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Para todo subespacio L
de E, designaremos por V(L) el reticulo de subespacios de L. Sea J el con-
junto de los pares (L, 1) donde 7, es una aplicacién de V(L) en si mismo
tal que

— A< B=yyB) € yi(4).

— Para todo A€V (L), L =4 @ y1(A).

Se ordena 9 poniendo (Z, y2) < (N, yn) si LE N yyu(X 0 L) € yx(X)
para todo X & V(N).

1.° Demostrar que § s no vacio e inductivo.

2° Sea (M, ya) un elemento maximal de 9. Se supone a ¢ M. Si

XeVM © Ka),

se pone 7(X) =7u(X) ® Ka si X M, y 1(X) =ym(X 0 M) si X ¢ M.
Mostrar que (M @ Ka, 7) €9 y que (M, 751) < (M ® Ka, 7). Concluir que
existe una aplicacion que a todo subespacio de E asocia un suplementario.

7

Se considera un conjunto ordenado E fuertemente inductivo (es decir,
que toda parte totalmente ordenada admite cota superior). Se supone ademés
que en £ hay una funcién de eleccién g. Se define sobre £ una aplica-
cién / del modo siguiente:

9= (%) si x no es maximal (%)

si x es maximal

Dado un a € £ se considera la familia @ de las partes T de E tales que:
aeT; f(T)<S T;si X < T es una cadena, sup X € 7. Noétese que la intersec-
ci6n A de los elementos de @ pertenece a @.

Se pone:

B={yed|xedyx<y=f()<y}
C={zed|VyeB z<y6f0) <z}

(%) El simbolo  indica el conjunto de elementos superiores a x en un conjunto
ordenado E.
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1> Mostrar que Ce.
2° Mostrar que Bed.

Mostrar que A es bien ordenado. Deducir de aqui, sin apelar al
axioma de Zorn, que E admite un clemento maximal.

8

En todo el problema, llamaremos dlgebra un conjunto A con una familia
(@ier de leyes de composicion internas o externas. Se llamaré subdlgebra
2 toda parte de A que sea cstable para todas las leyes oi.

1 Utilizando el axioma de Zorn, demostrar la proposicién P1:

(P1). Si 4 es un dlgebra, B una subdlgebra, m un elemento de A4 que
1o es de B, existe una subilgebra C tal que B C, m ¢ C, y es maximal
para estas dos propiedades.

2° Sea (Bucs la familia de las subdlgebras de A. Diremos que B
es N-irreducible, o interirreducible, si

B..

=NB=3acT B=
et

Mostrar que (P1) implica (P2):

(P2). Si A es un dlgebra, toda subdlgebra es la interseccion de las subdl-
gebras interirreducibles que la contienen.

3.° Observar que (BJses es una familia de Moore. Sea R—>R la
clausura asociada. Se llama sistema generador una parte X tal que X = 4,

base un sistema generador minimal, Mostrar que (P1) implica la siguicnte

proposicién:

(P3). Si el 4lgebra A admite una base finita, toda subdlgebra propia
esti contenida en una subilgebra maximal.

4 Se llama ideal de un reticulo T a toda parte O tal que

—aegybe9g=avbel
—ae9yx<a=xed

Mostrar, uilizando (P3) que en un reticulo que admite un clemento
méximo, todo ideal propio esté contenido en un ideal maximal.

X un conjunto en el que se da un orden no total. Sea I" el conjunto
de sus cadenas. Mostrar que 1" { X}, ordenado por inclusin, es un reticulo
con elemento méximo. Aplicando lo precedente, establecer que existe en X'
1. Concluir que si X es inductivo, admite un clemento

‘maximal.
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52 Sean E un conjunto, P el conjunto de sus partes que tienen més
de dos elementos. Consideramos A = {(F, x)| F€%, x & F}. Para todo
@€ A se define una ley interna o,, como sigue:

[asib=@x, c=F ) x4y
L b en todos los otros casos.

boge =

Mostrar que una subdlgebra propia de 4 es una funcién. Sefialando que
(P2) implica la existencia en 4 de una subdlgebra propia N-irreducible, mos-
trar que existe en E una funcién de eleccion.

Concluir que (P1), (P2) y (P3) son equivalentes al axioma de Zomn.

Sean £y F dos conjuntos bien ordenados. Se supone que el con-
Jjunto (’ de las aplicaciones estrictamente crecientes de E en F no es vacio.
Mostrar que C admite un elemento minimo ¢ caracterizado por la propiedad

#x) = ¢().
2° Sean £y F dos conjuntos bien ordenados. Se supone que no existe
estrictamente creciente de £ en F. Sea I' ¢l conjunto de
1as aplicaciones crecientes de £ en F. A todo 4 & I' se asocia el elemento fy:
(x)}

@) Mostrar que existe una aplicacidn estrictamente creciente minima de

= inf {x | hx)

t en F. Se I designaré por h.

5) Definir una aplicacion estrictamente creciente y de E' = |J 1 en F,

~ ner

que prolonga las h.

) Mostrar que  es suprayectiva. (Suponiendo que existe b € F—y(E),
‘prolongar » en una aplicacién creciente de £ en F)

d) que F es isomorfo a un intervalo de E. Concluir que dados
dos conjuntos bien ordenados, uno s isomorfo a un intervalo del otro.

3° Intentar demostrar este resultado por un camino més répido pero
que utiliza el axioma de Zom.

Advertencia: En un conjunto bien ordenado denotamos:

F=(z]z<x)

inf {z]x <z}.
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100

1. Recordemos que un conjunto X se dice infinito cuando existe una
aplicacion inyectiva (inyeccion) ¢ de X en X tal que g(X) # X.

Demostrar que existen una parte N de X y a € N tales que:

N es estable para ¢; a ¢ ¢(N) y toda parte de N estable para ¢ y que
contiene a a, s igual a

2° Sean N’ un conjunto, o’ € N, ¢ wna inyeccion de N en N, tales
que @’ #¢/(N') y toda parte de N’ estable para ¢' y conteniendo a a’ es igual
a N'. Mostrar que existe una biyeccion f de N sobre N tal que fip = ¢f.

3° SixeN, se designa por S(x) la menor parte de N estable para p
que contiene a x. Mostrar que, para todo x € N, x ¢ g(S (x)). Deducir de
ello que el par (S(x), ¢) es isomorfo a (N, ).

4° Mostrar que para todo x € N, S(x) = {x } U ¢S(x).

Deducir que ¢S(x) = S((x)).

52 Se considera la relacién x < y <=y & S(x).

Mostrar que cs un orden y que para este orden ¢ es creciente.

6.° Mostrar que el antedicho es un buen orden para N. (Se hari ver
primero que es un orden total)

n

Sea T un reticulo completo y sea a una aplicacion creciente de 7" en si
mismo. Mostrar que existe un punto b tal que a(5) = b.

12

n E un conjunto ordenado, x -» £ una aplicacién de £ en si mismo.
Recardios qus oo Aplicat o s ol de Moore ¥ < 5, £ = 2
y si x <y implica £ < J. Demostrar que se pueden reemplazar estos tres
Taiomss por los dob siuieaten: x < £ 3 81 x < catones £ < 9.

13

Mostrar que un conjunto ordenado puede ser infinito y no admitir més
que una sola clausura de Moore (la identidad).

14
Sean u y v dos clausuras de Moore sobre un conjunto ordenado . Pon-
dremos u < v si u(x) < ¥(x) para todo x € E. Demostrar que u < v, uy = ¥,
va =7y WE) < u(E) son equivalentes.
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15
E y F dos conjuntos ordenados,  una aplicacién de £ en F y o
una aplicacién de F en E, ambas decrecientes. Se supone, ademds, que
x < on(x)

para todo x € E y y < 7(y) para todo y € F. Demostrar que o7 y 7o son
dos clausuras de Moore, admitiendo respectivamente como imégenes o(F)
¥ 7(E). Mostrar que la restriccion de 7 a o(F) es una biyeccion de o(F) sobre
(E), donde o es Ia aplicacién reciproca.

16

Sea ¢ un homomorfismo de un reticulo 7" sobre un reticulo 7.
cumple Ia condicién maximal, mostrar que lo mismo sucede con 7"

17

un conjunto ordenado. Mostrar que toda cadena e finita si y solo
si E cumple simulténeamente la condicién minimal y la condicién maximal.

18*

considera un conjunto ordenado £ en el cual toda cadena y toda
parte mvmlmmm ordenada son finitas. Mostrar que ¢l propio £ es finito.

19

Para un conjunto ordenado £ demostrar (utilizando si es necesario
el ejecico anteror) que Jas dos condiclanes sigaicnes son equivalentes:

A) Cumple la condicién minimal y toda parte trivialmente ordenada
es finita.

B) Toda parte que cumple la condicién maximal es finita.

2

Demostrar que N¢ oxdenado por (a) < (5) si ¥ 8o si ar < b para
i <k, verifica Ia condicién A del ejercicio precedente.
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21

ea T un V-semirreticulo. Se llama ideal 7 a toda parte hereditaria esta-
ble para V. Sea 9(T) el conjunto de los ideales de 7.
1.2 Demostrar que 5(T) ordenado por inclusin es un reticulo com-
pleto. Precisar explicitamente la cota superior. Mostrar que existe un iso-
morfismo natural de T en O(T).
Sea L un reticulo completo. Se dice que a € L es compacto si a < V xj
implica a < V x;, donde F es una parte finita de J. Se dice que L es de gene-
jer
saccompacts o ol slamenty U, e oot mperir (it - i)
de compactos.
Demostar que 1s imagen cantnica de T en O(T) es <l conjnto
de los compactos de 7). Deducir que O(T) = (")
mostrar que todo reticulo de genera
al reticulo de los ideales de un semirreticulo.
42 Demostrar que todo subreticulo completo de un reticulo de genera-
cién compacta es también de generacion

n compacta es |snmorfo

2

Sea 7 un reticulo modular. Si a y b son dos clementos de T, mostrar
que el segmento [a A b, a] es isomorfo al scgmento [b, @ v b]. Deducir que
sibeubreaa, bvx cubre aavx 6 bvx=avx (Recordamos que la
expresion b cubre a a significa, que b es mayor que 0 que no hay ningtn
Semento comprendido exrctameate entes b 9

2

Sea T un reticulo modular y sean a, b & T. Si a y b verifican la condicién

masia, mosirar que o ismo ocue con (a V 8. Se pusde wlar e
cjercicio precedent
4

T un reticulo modular y complementado. Mostrar que todo seg-
mento [a, b] es complementado.
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2

Demostrar que un reticulo s distributivo si y s6lo si, cualesquiera sean
abc

@vbhAc<avBAg.

2%

Demostrar que un reticulo es distributivo si y sélo si, cualesquiera sean
a b, c

@A V@AV A)=@VEA@VIABYA.

7

Si T es un reticulo distributivo finito, mostrar que existe un isomorfismo
de T en el reticulo de partes del conjunto

K={xeT|x=yvzex=y6x=2).

]
En un dlgebra de Boole demostrar las relaciones:

(aV by =a' Aby(aAby =a Vb (seindicacon x' ¢l complemento de x).

2

En un dlgebra de Boole, donde denotamos con 0 el elemento mis
mostrar que a A b =0 si y s6lo si a < b.

30
Demostrar que en un dlgebra de Boole, si V b; existe, entonces
ter
aA(Vb)=V(@Arb) paratodo a.

3

T un reticulo con clementos minimo y méximo (0 y 1). Sea 7 v
ideal (es decir, una parte hereditaria estable para V). Se dice que / es maximal
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cuando es maximal entre los
1 e primo si

ideales de 7' que no contiencn a 1. Se dice que

aglybg¢l=anb¢l

Se dice irreducible si 7 = J ~ K implica I = J 6 I = K.
1.° Demostrar que en un reticulo cualquiera, todo ideal maximal es
irreducible y todo ideal primo es irreducible.

S0 lcan congzsencia a us rotculs a e elieién o Squivalencin comr-
patible con las operaciones V y A. Demostrar que todo ideal primo P es
clase de una congruencia de T (considérese la funcion caracteristica de T — P).

2° i T es distributivo, mostrar que todo ideal irreducible es primo.

3.° Inversamente, supongamos que todo ideal irreducible es primo.
Mostrar entonces que todo ideal es clase de una congruencia. Deducir que
x Ay <aimplica a=(aVx)A(@Vy),y luego establecer que T es dis-
tributivo.

4. Supongamos T distributivo y complementado. Demostrar que todo
ideal primo es maximal.

8y Rcdpwc‘mzme. supongamos T distributivo y tal que todo ideal

primo sea maximal. Supdngase, para. reducir al absurdo, que ¢ no admite
corplakats, Sed & e engendrado por c y los elementos d verificando
Ia condicién d v ¢ = 1. Demostraré que existen ideales irreducibles P tales

ais P E a5 que. teios idealee o0 prituts 5 ser il

2

Se considera un reticulo distributivo T con elemento minimo 0 y ele-
mento méximo 1, en el que, para todo a, el conjunto {x|x Aa=0} ad-
mite un méximo @',

Mostrar que la aplicacién a > a" es una clausura de Moore. Se
denotari por A ¢l conjunto de clausuras o cerrados.

2.° Mostrar que A (ordenado por el orden inducido) es un reticulo,
con la cota inferior mixima y la cota superior minima de dos elementos
dadas por las formulas

inf (@, ) =a' Ab =(@Vby, sup (@ b)=(Vb) =(@nb).
3.° Mostrar igualmente que a* A 5" =@V
Deducir que 4 es un reticulo de Boole.
. ¢ un elemento u tal que &' =0y a A u=b A u, mostrar
que @' = b Reciproco [témese u = (@ I\b)V(a/\b)]

@ A b)"; sup (a”, b")
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5° Demostrar que el reticulo T de los abiertos de un espacio topo-
1égico satisface 2 las condiciones del enunciado. (Es completo el correspon-
diente reticulo A?

3
Sea A un dlgebra de Boole. Se recuerda que una subilgebra es una

parte
1o vacia estable para V, A y la complementacion. Se llama cuantificador
una aplicacién 3 de A cn A tal que

<3 3pA3)=3pAdg
(cualesquiera sean p y g, elementos de A).
L° Demostrar que todo cuantificador es una clausura de Moore.

X 3 una clausura de Moore que deja invariante el 0. Demostrar
Ia equivalencia de las siguientes propiedades:

— 3 es un cuantificador.
— La imagen de A segin 3 es un subdlgebra de A.
— Cualquiera sea p, 3Gp) = (3p)'.

Deducir en consecuencia, que un cuantificador verifica la igualdad:
pva)=3p Vi

3 Se dios que una subilgebra B de , es relaivamente complets, s

para todo a & 4, hay un minimo de anB s| 3 es un cuantificador, 3(4)
es Ccompleta. Bes completa,
it wn cuantiicader 3 tal aue 00 — B.

m X un conjunto, A un dlgebra de Boole, F(¥Y, 4) el L ol
Book de aplicaciones de X en A. Sea C una subdlgebra de F(X, 4) que
contiene las constantes y tal que, para toda /€ C, hay cota superior e ).
Mostrar que hay para C un cuantificador.

£
Consideremos un anillo unitario A en el que todo elemento sea idem-
potente.
1.° Mostrar que dos clementos que engendren ¢l mismo ideal son
iguales.
2° Mostrar que todo ideal primo es maximal.
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3 Para dos elomentos distintos, existe un ideal primo que contiene
2 uno y no contiene al otro.

4° Si A es neetheriano, no tiene més que un nimero finito de ideales
primos.

Si 4 no tiene més que un némero finito m de ideales primos, es
finito.

Se considera 4 como un reticulo de Boole. En la hipétesis del
punto 5.°, mostrar que m es la longitud comiin de las cadenas maximales de A.

Mostrar que es, igualmente, el nimero de elementos minimales.

3

Sea T un reticulo distributivo con elemento minimo 0 y verificando la.
propiedad: si 0 # a < b, entonces existe x tal que 0 <x <@y xAb=0.
Se designa por R cl conjunto de los elementos minimales de T— {0}, y se

<
pone R(x) = RN x.
Si para todo a # 0, R(a) es no vacio, mostrar que @ = V ry que
e

Ia aplicacion a - R(a) es un isomorfismo de 7 en P(R).
<
2° Suponemos que toda seccidn x verifica la condi
ducir que toda seccién ¥ es complementada, Mostrar que resultan estas dos
propiedades:
@ Todo intervalo [a, 5] es complementado.
B T verifica la condicion minimal (cjercicio I, 34).
.2 Si T satisface las condiciones a) y f), mostrar que para todo a # 0,
R(a) es no vacio y
4 Demostrar que esta ltima cond

6n maximal. De-

n implica que toda seccion
x verifica la condicién maximal.
36

Un dlgebra de Boole que tenga ley de grupo y el orden habitual zes un
grupo ordenado?

37

En un grupo reticulado G, mostrar que a” > ¢ para un n, implica a > e.
Deducir que entonces G es sin torsion y que el clemento | 6| = b v bt es
positivo con cualquier b.
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38
G un grupo ordenado. Demostrar la equivalencia de las dos pro-
piedades siguientes:
1.° Siay b son ambos inferiores a ¢y d, existe un m tal quea < m < ¢
yb<m<d.
20 Sie<x<yzoony>eyz>eexsteny,?, talesquee <y <,
e<r<zyx=yz.

39
Sea G un grupo ordenado. Ponemos
P={xeG|x>e}y Pi={x|xecP}).
Llamaremos P al cono positivo de G.
1.* Demostrar que P cumple las condiciones siguientes:
PPSP; pamtodoa, aPai=P; PnPi={e}
2.° Reciprocamente, si P es una parte de G que verifica esas tres pro-
ledades, eistc un onden sobre G, y 5610 no, para cl que 7 e l cono po-

3.' Demostrar que G es filtrante si y slo si esti engendrado por P.
4. Demostrar que G ¢s totalmente ordenado si y s6lo si G = Pu PL.

a0

Sea G un grupo reticulado. Sea R el conjunto de sus partes no vacias
mayoradas. Si ¥ es una parte de G sc designara por M(Y) el conjunto de sus
mayonnl:s ¥ por m(Y) el conjunto de sus minorantes.

L° Mostrar que ¥ - ¥* = m(M(Y)) es una clausura de Moore en K.
Denoum.mys por G el conjunto de las clausuras, ordenado por inclusidn.

rar que @ es un reticulo en cl cual toda parte mayorada (res-
‘pectivamente, minorada) admite una cota superior (esp. inferior).

35 SiaeG, se denota a* = {a}*. Mostrar que a > a* es una inyec-

cién, que
Va)*=Vaj, Aa)*=Ad},
(e =ya: v (he)*=

wer i

* existen Va; 6 Aai.
i i
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4° Si A, BeG, pondremos A o B = (B)*. Para ¥, Z eR mostrar
que ¥* 0 Z* = (YZ)*. Deducir que Ia ley o es asociativa y distributiva con
relacién a V.

5° Si Ac@, mostrar que m(4~) = Be§. Mostrar que M(AB) es
un subsemigrupo de G que contiene al cono positivo P (cjercicio I, 39).

6.2 Sc supone que G satisface la condicién (): Si para todo n >0,
5> a, entonces b > e. Mostrar que G es entonces un grupo reticulado.

7.2 Reciprocamente, si G es un grupo reticulado que puede sumergirse
en un grupo G reticulado « completo» (en el sentido de la cuestion 2.),
demostrar que verifica la condicién (i).



Soluciones

1

Supongamos dado l axioma de eleccion, que es equivalente al de Zorn.
Sea ¢ una funcién de eleccion sobre Y. Es claro que g = ¢/ responde a la
cussién. Retprocaments, prtendemos demostar I eistencia deuna fne
cién de eleccion sobre un conjunto 05 X = P(Y)— {2 }, y para f
la identidad. Entonces la aplicacién cuya existencia se afirma en el enunciado
es una funcién de eleccion.

2

Recordemos primero que [[ E; es el conjunto de las aplicaciones g
delen U i = F, tales que g(7) & E; para todo i. Sea ¢ una funcion de elec-
1

cién sobre Fy sea f la aplicacién de I en P(F) el yor §-+ 5, Es daro

que g€ [ E. Reciprocamente, vamos a demostra encia de una

funcién de eleccion para un conjunto Y. Tomemos I =2(Y)—{2}. Si

iel, tomemos E;=1i. Se tiene evidentemente E; # o. Existe, pues, un

elemento @ en [| Ei Este es una aplicacion de / en U E; = Y tal que
o

¥ e

3

Supongamos vélido ¢l axioma de Zorn y consideremos una familia con
la propicdad del enunciado. Si C € 7 es una cadens, consideremos € = U X.
xee

Sea K una parte finita de C. Para todo a € K, existe X, € C tal que a € X,.
Entonces K< U Xa e C luego K <. Puesto que esto es cicto para toda

parte finita de G, s tiene C €, Luego, s Uninductivo , por consiguiente,
admite un elemento. maxi

Reciprocamente, consideremos un conjunto ordenado F, inductivo.
Sea 7 la familia de las partes de F totalmente ordenadas. X es totalmente
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ordenado si y s6lo si toda parte finita de X es totalmente ordenada. Por
tanto 7 admite un clemento maximal M. Sea m un mayorante de M. No
puede s m <, pucs M {x} s un lemento de 7 mayor que M. Lucgo
m es maxim

4

El enunciado implica claramente el axioma de Zorn. Demostremos
ahora la reciproca. Sea 3 el conjunto de las partes bien ordenadas de E. Si B
¥ B son de 1, pondremos B < B’ si B es una parte hereditaria de 5. El con-
junto 3 ordenado de este modo cs inductivo: en efecto, sea C una cadena
deByseaC=UB. SiX<CyX# o, tomemos s X. Existe BenC

Bec.

tal que € B. Si 1 <5y teC, existe B €C tal que 1€ B. B < B implica
<teBy B<B implica también 1 & B, puesto que B s hereditario en B'.

<
Se tiene pues s 1 < B. El clemento minimo de 5 X es efectivamente mini-
mo en X, pues C es con evidencia totalmente ordenado. Esto mucstra que
Ce. La demostracin ha probado también que C mayora todo clemen-
10 de la cadena. Segin ¢l axioma de Zorn, 3 admite un clemento maxi-
mal M. Sea m un mayorante de M. Si se tuviese m <a, MU {a} scria una.
parte bien ordenada mayorante estrictamente de M, lo que es imposible. Por
consiguiente,  es un elemento maximal,

5

Sea E un conjunto con un orden O que satisface 4 la condicion minimal.
Se considera ¢l conjunto (4, Oyer de los pares constituidos por una parte 4;
de E hereditaria (para el orden 0), y de un buen orden O; sobre A; que pro-
longa cl orden 0. Se ordena este conjunto por la relacion (4, 0) < (4, 0))
si A; es parte hereditaria de A; (para el orden 0;) y si el orden O es la res-
triccion a A; del orden Oj. El conjunto (A, O no es vacio (basta con-
siderar un clemento minimal de E). Se puede demostrar que es inductivo,
reproduciendo la demostracion del lema 1. de (VI, 3). Segin el axioma de
m, admitird un_elemento maximal (4,, 0,). Veamos que A, =E. Si
A, # E seaaun clemento minimal para el orden O e A Fongamos
A =A,0{a). AAtshttedimioenEpamelorden uyued,
0 bien u€ A, y en este caso x € 4,, pues 4, es h:udmna, el a
¥ cntonces x & Ay, pucs a es minimal.
Contidesancs swbie' Ay o ‘orish 0; cuya restriccion a A, es 0,y tal
que x < a(0;) para todo x € A,. Es claro que éste es un buen orden.

Si 4, ve Ay y u<w0) dos casos se pueden presentar:
— 4, v 4,, entonces u < ¥(0,), luego ¥ < O).
— ued, y v=a. Entonces u < W0y)
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No hay més casos posibles, pues u = a implicaria a € 4,, puesto que 4,
es hereditario para O.

Por Gltimo, el par (4, 0;) pertenece al conjunto considerado, y mayora
estrictamente (4,, 0,) 1o que es una contradiccién. Luego O, es un buen
orden sobre £ mis fino que 0.

6

12 9 1o es vacio, pues (0, 0)€ 9. Sea (L:, -n)m una cadena de 9.
+ para i I forman una cadena, luego es un subespacio.

Los
Si X € V(L) pondremos
ruX) = H X O L.
Se tiene y1.(X) € V(L), pues las y(X N L) forman una cadena. Ademds,
X”'VL(X):'H[XF\YI(X"\LI]] = };l‘[X”LlﬂyKXn L)) =0.
Si a€ L, existe un i tal que a € L;. Se tiene, pues, a = b -+ ¢, con
beXnLicX, y cey(XnL)<yuX).
Luego L =X ©1(X). Si X € ¥ € L, se tiene, para todo i,
XnLisYnL, y(YnL)<Sy(XnL) lego yu(Y)< yu(X).
Por consiguiente (L, ) € 9 mayora la cadena. J es, pues, inductivo.
Si X < M, se tiene
M ©Ka=[X ©yuX)] ©Ka =X @(X).

Si X ¢ M, observemos primero que
XOym(X 0 M) =X Moyu(X 0 M) =
Sea x€X— M. Se tienc x = m + Ja, con me M y 4 # 0. Por tanto,

a=Itx—itmeX+M,

M®KaS X+ M=X+X0M+yuX0 M) =X +yuX 0 M) =
=X+7X).
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Finshmeats, e s e300 tiene también M ® Ka = X © 7(X). Supon-
pmos XS YEM©

— si X< M, se tiene X< Y M, luego
«(¥) S ya(Y " M) ® Ka = ym(X) ® Ka = 1(:

— si X & M a fortiori Y & M, y se tiene
+(¥) = yaul¥ 0 M) € 73X 0 M) =7(X).
Luego, tenemos (M © K, 7) €9y es un mayorante estricto de (M, 7x)
de donde una contradiccion. Luego, en realidad, M = E, es decir, que existe

una aplicacién que, a todo subespacio de £ asocia un suplementario, y que
es decreciente.

7

Es claro que a pertencce a @, Sc tiene, pues, A S a y a fortiori

B< a. Luego, para todo y € B, a <, lo que implica a& C. Si z&C, /iz)
pertenece a C: en efecto, si y € B se pueden distinguir tres casos
— f0) < =. Entonces /) < f@).
. Entonces f0y) < f(z).
— z.<y. En este caso f(z) < , puesto que y e B.

i

Si X C es totalmente ordenado, y si i superior, se sabe
ya que z € A. Si y ¢ B se pueden distinguir dos

*x<yplﬂwdoxex.f_nmnmz<y.

— Existe x€X tal que x4y Como xeC, esto implica f0) <%,
Iuego, a fortiori f)) < z.

Se ha demostrado asi que z € C. Siendo 4 minimal se tiene A = C.

* Como ASa ach es una verdad evidente.
Si ye B, f) € B. En cfecto, sea x € 4 tal que x <f0). Como x€C,
se tiene x <y 6 f(y) < x. leo la segunda eventualidad estd excluida. Dis-
tingamos entonces dos casc
% . Entonces, cvidentemente, /) </O)-
— x <y Como yeB, s¢ tiene entonces f(x) < , luego a fortiori

S&) <10)-
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Sea X < B. Designemos por y la cota superior de X y demostremos
que y € B. Sea t € 4, 1 <. Existe un x € X tal que x 4 £. Pero te Cy x€ B
implican ¢ < x 6 f(x) < 1. La segunda eventualidad queda excluida porque
exigiria x < 1. La primera se reduce a f <x ¢ implica f (1) < x, puesto que
x € B. A fortiori 1) < y.

Se tiene, pues, Be® y, en consecuencia, B = A.

Sean y, z€ A. Se tiene z <y 6 f00) <z, lo que implica y < z.

no puede cumplirse més que i 7 ¢s maximal. Se tienc asi otra demostracién
del hecho de que, mediante el axioma de eleccién, todo conjunto fuertemente.
inductivo admite un elemento maximal.

n efecto, A es bien ordenado: Sea X S 4, X # ©. El conjunto

{1|1edy 1 <xpara todo xe X}

no es vacio, puesto que contiene a a. Sea /i su cota superior. Se tiene /i € A.
Si fuese h < x para todo x € X, resultaria f(A) < x (pues x € B), luego f(A) < h

y h serfa maximal, en contradiccién con & 2 X # 2. Luego existe un x € X
tal que 7 = x, es decir, que & es minimo en X.

8

1.° Sea € I familia de subdlgebras de A conteniendo a By sin conte-
ner am. Es BeC, luego © # 2. Ordenado € por inclusion, es inductivo:
si (p(),‘, es una cadena, es claro que D = D; & C. Mediante el axioma
e Zorn © admite un elemento maximal C.
2° C es nvirreducible: si C = [ B,, existe a tal que m ¢ B,, luc
oer
B,eCy, puesto que C es maximal, B, = C. Por consiguiente 7 o perte-
nece a la interseccion de las subdlgebras N-irreducibles que contienen a B.
Esta interseccion es, pues, igual  B.
3.2 Sean K una basc finita de A y B una subdlgebra. Se va a razonar
por recurrencia sobre ¢l niimero n de elementos de la base que no estén en 5.
i n =1, K— B = {a). Segin (P1) existe un C maximal para las propie-
dades BS C y a¢ C. Toda subilgebra mayor contiene a X, Tuego es 4,
y C es efectivamente maximal. Si la propiedad es cierta para n’ <, sea
aeK—B. Sea C maximal para las propiedades BE Cy a¢C. Si C es
imal, todo va bien. Si no, sea C< D A. D contiene a , y también
los clementos de K que B contenfa ya. Luego en K— D hay menos de n
elementos. D esté contenida en un subilgebra maximal, y también B, a for-
tiori.
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4 S puede considerar que en  se tiene Ia ley interna (x, 3) > V 3,
¥ la ley externa (x, @) > x A a (con el propio T como dominio de opeato-
res). Esto supuesto, las subilgebras son exactamente los ideales. T tiene
base fnita, reducids l clemento méximo, (B3) afirma que todo ideal propio
esti contenido en un ideal maximal. I'v {X } es una familia de Moore,
luego es un reticulo completo. Si I7 es un ideal maximal de este reticulo,
consideremos R = |J Y. Sean a, b € R. Existen ¥,, ¥, e /7 tales que a ¥,,
e
be Yy Luego, ay b pertenecen a Y,V YyeIT. Como X ¢1T, Y,V Yye T}
lucgo ay b son comparables. Lucgo, R & I -No st ninguna cadena myor
que R, pues { YeI'| Y'< R'} seria un ideal propio conteniendo estricta-
te a I1. De este modo se ha demostrado que (P3) implica el axioma de
Hausdorf.

5.° Si B es una subilgebra propia, sea a ¢ B. (F, ) By (F, y) € B,
implican (F, x)au(F, ) € B, luego (F, x)au(F, y) # a, luego x = y. Asi, B define
una funcién. Reciprocamente si B es el grafo de una funcién, y si (7, ) €7,
existe y & F tal que y # x y (F, y) ¢ B. Cualesquiera sean b y ¢ € B, se tiens

siempre boac = b € B, luego B es una subdlgebra. La subdlgebra vacia es
interseccion de las subdlgebras rirreducibles, mediante (P2). Esto exige la
existencia de una subgebra propia nirreducible /. Demostremos que para
todo Fe, existe x € F tal que (F, x)e /.

Para la reduccién al absurdo, tomemos dos elementos x e y de F distin-
tos, con (F, %) ¢ 1, y (F, y) ¢ I Las subilgebras IU (F, ) ¢ IV (F, 3) son
tintas de J, pero admiten / por interseccion. Por consiguiente I define una
aplicacién de 7 en £ tal que I(F) = x € F. Si, ademis, a todo conjunto redu-
cido a un elemento se asocia este mismo elemento, s ve que cxiste en £ una
funcion de eleccién. En resumen

P2 = Elecciéy
7 - N Zom.
N P3 = Hausdorl 7

9
1° Sea x & E. Pondremos g(x) = inff(x).
Si x <, f3) </0), Tuego §(9) <10) para toda feC.

Existe € € tal que ¢(3) =/0). Luego ¢(x) < ). Es claro que ¢ es
minimo en €.

Zom =PI

< <
Se tiene, pues, ¢(x) < p(x). Reciprocamente, sea i < g(x). Conside-
remos

(teEu<p0).
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Este conjunto 1o es vacfo, pues contiene a x. Sea @ minimo en este conjunto.
Pondremos

o _[e® s x#a
o= { ros ox=a
Siy <a, g0) = 90) <p=gpa).
Si a <y, gla) = < (@) <¢0) =0)-
Luego €. Como 5 <g, es =g, de donde g(a) = s, € ¢(x).
<<
Sota de demostrado asi que g(x) = ¢(x). Si. fe C tiene también esta propiedad,
se tienc @ <f. Supongamos ¢ # f. Sea ¢ minimo en { x| p(x) <S(V)}.
,,(c) < f{(¢). Existe d < c tal que f{d) = g(c). Pero entonces, ¢(d) = fid) = ¢(c),
de donde una contradicién. Esta condicién significa que f(E) s hereditaria.
< <
En efecto, /) =f(s) < /). Reciprocamente, st y =09, existe ¢ al que
<
¥ =/(0). Necesariamente, 1 <, l\lego €. Como se tiene f3) < /ix)
cuando f€C, resulta la igualda
2° @) Si y<z <t hG) <h(Y)<h(), luego h es estrictamente
creciente sobre fy. Segin 1) existe h.
B) Sity <ty se sabe que la imagen de & es hereditaria. La restriccion
~ < =
deh a 1, posee también esta propiedad, luego coincide con g. Destaquemos
de ofra parte que todas las f, son comparables. Asi, pues, se definc una apli-
cacion estrictamente creciente de E' en F, si se asocia a todo x € E' el ele-
‘mento y(x) = h(x), donde h es un elemento de I" tal que x < .
) Observemos primero que £’ es hereditaria, como reunién de partes
~<
hereditarias. Lo mismo sucede con 7(E") = Uh(i). Luego, todo x ¢ E' mayora
todo clemento de £’ y b mayora todo elemento de (E). En consecuencia,
poniendo 7(x) = #(x) 5i x € E' y 7(x) = b si x ¢ E', definimos una aplicacion
creciente. Consideremos 1, € E'. S: tiene
() = 7(t) = y(t:) € p(E).
Luego 7, € E'. Pero entonces, y(;) = 7(f;) = y(t), lo que es absurdo.
d) Sca a minimo en E— E'. Como E' es hereditario se ve inmediata-
mente que E’ , pues, un intervalo, Por ser y estrictament creciente,

define un isomorfismo e E' sobre F. En conclusién, si E y F son dos con-
juntos bien ordenados, o bien existe una aplicacién cstrictamente creciente
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de E en F, en cuyo caso Ia aplicacion p definida en el apartado 1.” es un iso-
morfismo de E sobre un intervalo de F, o bien no existe y entonces acabamos
de ver que 7 es un isomorfismo de F sobre un intervalo de E.

3° Sea 9 ¢l conjunto de los pares (H, /) donde H es una parte here-
ditaria de E y f un isomorfismo de H sobre una parte hereditaria de F. 9 no
es vacio (considérese Ia aplicacién que a inf E asocia inf F). Lo ordenaremos
por la relacién

H,f) < H,f)

siy solo si HE H'y f prolonga a £. Se ve ficilmente que O es inductivo.
Por ol axioma de Zom aduite, pues, un clemento maimal (", /%) No
pucde ser simulténcamente H* # £ ¥ f*(H) # F, pues se tendria entonces
H* = ,f(H) = . La aplicacidn g definida sobre H* U {a} que prolonga f*
¥ que toma el valor b en a es tal que (H*, f*) <(H*V {a}, 8), lo quees

10

15 Seaa ¢ @(X). Sca N la interseccion de las partes de X estables para ¢
que contienen a a. s claro que N responde a la cuestion.

2° Consideremos las partes G de N x N’ tales que (3,8)€G y si
(x,7) G entonces (p(x), () € G. Su interseccion F posee evidentemente
estas propiedades

Para todo x € N, existe y N tal que (x, y) € F: esto es cierto para 4,
‘puesto que (4, a') € F. Si esto es cierto para x lo es también para g(x), por la
segunda condicion impuesta. Ademss, sca K el conjunto de los x ¢ N tales
que (x,) € F y (x,y) € F implica y = y'. Se tienc a € K, pues si (4, 5) € F
con y # @, entonces G = F— (a, y) pertenece a la familia, lo que ¢s ab-

surdo. Si xeK, sea y € N con (x, ») € F. Supongamos (g(x), 1) €F, con

L4 7O) SI 19N, entoncns G = F— (gl ) petencs 4 e familia.
si e i 3w, lego ()¢ F ¥ s obtens e misma conen
dicion: Por consigucate, 90 & K. En consecuencia K = N, lo que Sgn
fla que F s uns funcin de N e V. Bs bigeciva: pucs n I demostracion
precedente se pueden invertir los papeles de N y

3° Tenemos a ¢ ¢S(a), puesto que a ¢ g(N). Cuando x satisface la
relacién x ¢ ¢S(x), lo mismo ocurre con g(x):

9(x) € pSlgx) implicaria ¢(x) = g(2), con z € S(gx), *
inyectiva. Pero, por otra parte, ¢S(x) es estable, pues ey S(x) .mpm
gpS(x) € pS(x). Como (x) € pS(x), se tiene, pues, Sp(x) S ¢S(x) de donde
x € ¢(Sx), contra la hipdtesis.
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El par [S(x), 7] puede hacer el mismo papel que e par (¥, ¢) en la
segunda cuestion. Es, pues, «isomorfo» a (N, §).

42 Consideremos (b & N| b ¢ g(N)y b # a}. Sucomplementario en N
es estable para ¢ y contiene  a. Es, pucs, todo N. Luego, a s el tnico ele-
mento de N que no pertenece a ¢(N).

{a}veW)={a}vpsa).

otra parte, U Sp(a) es una parte estable que contiene a g, lucgo
es N, Come 5@ & #5(a), sc tiene necesariamente Sp(a
dos relaciones s transportan 4 todo elemento de , gracias al isomorfismo
demostrado en Ia cuestion 3.7,

5. Se tiene, pues, x < y <> 5()) € S(x). Esta relacion es evidentemente
reflexiva y transitiva. Si ¥ <y ¢ y < x, s¢ tiene S(x) = ). Ahora bien,
 es el tnico elemento de S(x) que o pertencee a pS(x). Se tiene, pues, x =

Ademés

S@) =

x <y<=S0) S S(x) = pS0) € ¢S
) S Sp(x)
< 9(x) < g0).

6° Sea K={xcN|yyeN,x<ydy<x}

Se tienc @ < y para todo y & N, luego a ¢ K. Supongamos x & K. Como
 es creciente, se tiene ¢(x) < ¢(y) 6 ¢()) < ¢(x) para todo y € N. Es decir,
que ¢(x) es comparable a todo clemento de g(N). Como s comparable a a,
pertenece a K. Se tiene, pues, K= N y el orden es total. Si x & N, sea (x)
su »cmén inicial

< (), se tiene y € I(x) 6 x < y. En este caso, Sp(x) € SO) € S(x)s
lo qu Tmplca 5966) = 303, o 3 = (2. Finalmente

Tt =19V {9(x) }

Ia) es, evidentemente, bien ordenado. Si I(x) es bien ordenado, también
lo es (g, por a reacén presedente, Lurgo toda sesin il s bien
ordenada. El propio N estaré bien ordenado, puesto que ya sabemos que el
orden es total.

u

Consideremos ¢l conjunto xeT|x<a(®)}. X no es vaco,
puesto que contiene al menor elemento de 7.
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Seab = V x.Six€Xse tiene x < b, luego x < a(x) < a(b). Por tanto,
zex’

a(b) es un mayorante de X. Resulta que b < a(t) (luego b & X). Pero Ia des-

igualdad precedente implica a(b) < a(a(5)) luego a(b) € Xy por tanto a(b) < b.

Finalmente, vemos que a(5)

12

Mostremos que el primer sistema implica el segundo: si x <  se tiene

®<yyy=7 luego T <j.

Reciprocamente, supongamos que se satisface el scgundo sistema.
Si x <y, como y < J, se tiene x < § y por consiguiente £ < J. Por

otra parte, ¥ < %, luego % < . El cardcter extensivo de la clausura da ¥ < %,

de donde la igualdad ¥ =%

13

Consideremos E =N x {0, 1}. Se pone (0, n) < (0, ) si y sélo si
n<n'y(0,n) <(I,n+ 1) para todo n. Se ve fécilmente que la Ginica clau-
sura de Moore es Ja identidad.

14

Sean u'y v dos clausuras de Moore sobre un conjunto ordenado E. Pone-
mos u < vl 1) < (s pars todo . Vamos a demostrar que < %, 19 = ¥
vu = v, WE) < u(E), son proposiciones equivalentes.

Supongamor < ». atoues 133 < w(e) < 77G) = o), loogo v =
Esta igualdad, w v, sigaifica que todo elemento de (E) es invariante
para u, es decir, que W(E) S u(E).

Suponga

umos uy = v. Se tiene

WR) < wu(x) < vun(x)

) = ¥x),

Tuego vu = v. En fin, si v = v, u(x) < w(x) = »(x), luego u < v.

15

Se tiene 7(x) < mon(x). Por otra parte, x < omx implica wwa(x) < a(x)
de donde la igualdad x = 707 Se demuestra del mismo modo que a7z = 0.

Si x < o(y), se tiene n(y) = mon(y) < (), luego aa(x) < om(y). Esto
basta para demostrar que o es una clausura de Moore. Si o(y) es un ele-
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mento de o(F) se tiene omo(y) = o(y), luego o(3) es invariante para o, La
reciproca s inmediata,
o restringido a o(F) es, pues, la aplicacién idéntica. Del mismo modo,
0 restringido a a(E) es la aplicacion idéntica. En consecuencia, 7 define
una biyeccin de o(F) sobre 7(E).
16
Sea X < T' con X # 2. Puesto que ¢g~'(X) admite un elemento maxi-

mal m, no_es vacio. Supongamos que g(m) < ¥ € X. Tomemos x tal que
#(x) = . Entonces,

PV m =gV plm) =x'€X, luego xVmegi(X).

Pero x V m > m, luego efectivamente x V m = m, puesto que m es maximal.
Resulta ¥ = ¢(m), luego p(m) es maximal en X.

7

Si toda cadena es finita, es evidente que toda sucesién estrictamente
creciente o estrictamente decreciente s finita. Si existe una cadena infinita C,
¥ si E satisface la condicién minimal, podremos construir una sucesion del
Siguieate modo. Sea ¢, un elemento minimal (tucgo minimo) de C. Se toma
¢nta minimal (luego minimo) en C ) cp. Se tiene asi una sucesién estrictamente
creciente i ¥ por consiguiente no se cumple la condicion maximal.

18
Se sabe ya que E cumple las condiciones maximal y minimal. Vamos
a demostrar que la seccidn terminal x de todo elemento x es finita. En efecto

para junto X = {x & E| xinfinito},
sea 20 Vacio. Sea s maximal en este conjunto. Sea M ¢l conjunto de los cle-
meatos minimales de 5. Se tiene 5 = U, M es finito porque es una parte
trivialmente ordenada y cada m es finito porque m ¢ X. Lucgo s cs finito,
Io que da una contradiccion. Por tanto, efectivamente, X es vacio. Si K de-
signa el conjunto de los clementos minimales de £, se tiene £ = U x. Cada x

=k
es finito, y K es finito, puesto que es wna parte trivialmente ordenada,
luego E es finito.
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19

A implica B. En efecto, si X es una parte que verifica la condicion maxi-
‘mal, toda cadena de X es finita, puesto que X verifica también la condicién
‘minimal, Segin el ejercicio precedente, X es finito. Mostremos ahora que B
implica 4.
En primer lugar toda sucesién estrictamente decreciente es una parte de £
que cumple Ia condicién maximal, luego es finita. Es también evidente que
trivialmente ordenada verifica I condicién maximal

2

La propiedad es evidente para k = 1. Vamos, pues, a razonar por induc-
cién sobre K. Escribiremos Nk= N¥-1 x N,

Sea g la proyeccion de N¥ sobre N1 y sea o su proyeccién sobre N.
Desde Tuego, N vrica 1 condicion minima, pues toda seesion inital o
finita y a fortiori toda sucesidn estrictamente decreciente es finita. Sea X una
parte de N* trivialmente ordenada. EI conjunto I = {x € X | ¢(x) minimal
en g(X)} es finito. En efecto:

Primeramente, el conjunto de clementos minimales de p(X) es una parte
trivialmente ordenada de N*-J, Tucgo cs finito. Ademds, si % ¢ y € X son
fales que () =90, e tene x = pucs i 1o x ¢y srian comparables.

= Vo). Si y € X se puede encontrar x €  tal que p(x) < p(»). Por

consiguiente a() < () < 4 Puesto que x © ¥ no son comparables. Se ve

ue o(X) est contenido en 3, ucgo cs finito. Tomemos b < a y consideremos
Ko = {x€X]|o(x) =b). B claro que (k) e tiviament ordenado, lugo
finito. Por tanto, el propio Ky

Resulta de esto que X = u x. es finito.
22a

2

o S ave OT) e una i e Moor, luego un retelo
completo. Sea (Cie una familia de id
Su cota superior es ¢l conjunto de o, para los que se puede encontrar
clementos g . X tales Que X <X, V ...V Xy ¥ 34, €y Si a dosigna
la e niial de , s ve nmediatamentc que Ja apliccign a>aeswm
isomorfismo de T en O(T). Se tiene, en efecto, @ V 5 = (a v &),
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2.° Mostremos que a es compacto en 9(T). Si a S V Ci,
et

aeVC, hego  a<x V..V, ¥y %,eCy
Luego, en efecto, a€ G, V .. V Cye

Reciprocamente, sea K un ideal compacto. Se tiene

< <
K=Va, lugo K=&V..va, con aek
K

<
Si ponemos a =a, V .. V ap, resulta K = a. Cuando se concoce A7), esth,
pues, determinado 7, a menos de un isomorfismo.

3° Sea L un reticulo de generacién compacta. Sea T el conjunto de

los compactos (distintos del minimo). Es un v-semirreticulo: Si a, be T
ya Vb <Vxse tine
e

a<Vx; y b<Vx,
w w
luego existen partes finitas F y F' de I tales que
a<Vx, b<Vx
wr P
Por consiguiente
avh<Vx
FUF
Se define una aplicacién de L en 9(T) del modo siguiente:
<
a>L=anT

Es claro que a =V x. Luego I, € I, <>a < b. La aplicacién es, pues,

inyectiva, Sea 7 un ideal de T. Pongamos & = V x. Entonces, evidentemente,
sl

1€ I.. Reciprocament, i u € I, u < a; como  es compacto & <V x, con
Fs I finito. Pero Y x €1, luego ue .

La aplicacién. censmmd- es un isomorfismo.
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inicial de L es de generacién compacta, luego se
puede suponer que N'y L tiene un mismo maximo, es decir, que N €s una,
familia de Moore en L. Sea x - Ia clausura asociada. i ¢ es compacto,
 es compacto en N, En efecto

&<Vx (qeN)implica c <Vx, luego c<Vx
tel te1 er

Resulta & < Vx;, pues V x; pertenece a . Finalmente, sea h € N, Se tiene
tr ¥
=V g, donde ¢ es compacto en L. Es h < V & Pero, de otra parte, ¢; <
teJ

e

implica & < , lucgo h = V3, lo que demméstra que N es de gencracién
J

compacta.
2

Consideremos la g defidn obre [s By o ot () = 2 V Iy
y la aplicacién vad.n Sobre 5,0 v 5] por 90 =7 A inm
encsie que s dos aplicacioncs aplican wao sobre e 108 dos ngzncnws
dichos, y que ambas son crecientes. Falta hacer ver que son mutuamente
reciprocas. Por la condicién modular ocurre que

P =(EABAa=xV(bAD)=x
PO)=bV@AN=0GVvary=y.
Supongamos ahora que b cubra a . Segin lo demostrado,
(@avx) Abbl~[avx@Vvx) Vbl =lavxbvxl
Perosetieneca <(@Vx)Ab<bluego(@avx)Ab=ad(@vx)Ab=b.

En el primer caso, resulta (2, 5] = [a Vx, bV x], luego bVx cubre 2 a v x. En
el segundo caso ocurre @ V x x

23
Consideremos una sucesién creciente de elementos
X <X < <X <o <aVh
La sucesion xq A b es estacionaria desde cierto indice p en adelante,
pucs b satistace Ia condicién maximal.
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Por otra parte, [a A b, a] cumple la condicién maximal, lucgo otro tanto
[b,a v 6] que le es isomorfo. La sucesion x, V b es, pus, estacionaria desde
un cierto indice g. Puede tomarse g > p. Entonces, i 7 > g, s¢ tiene
XnAb=xAb Yy XVb=xVb

Como X, < xp, la modularidad implica X = Xp.

%

Sea 1€ g, b] y sea 1’ un complemento de  en 7.
Es claro que (/' V @) A b€ [a, b]. Ahora bien, se tiene

v [(¢ Va)Ab]
INATIY!

tVEVa)A
(¢cAE)Val AL

Se ve que (' v @) A b s un complemento de ¢ en [4, 5).

b

2
Supongamos ¢l reticulo distributivo. Se puede escribir
@VBAc=@A)VBA)<av(BAQ
Reciprocamente, si esta condicion se cumple,
GYDAGVY<xVDAGVI<xVIxVOAD=xVOA2)

de donde la igualdad, pues la desigualdad reciproca es siempre cierta.

2%

Se tiene en todo caso,

@Al v@rgveard<@vhA@vA@GYV).

Veamos, en un reticulo distributivo, la desigualdad. inversa,

(nvb)/\(nv:)l\(bvc) [av®ASIALeY @Ab)
<lav

)] <
GAIV@ABIALV(BAYV@AbI<
<@AVEBAV(@AD).
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Reciprocamente, se tiene.

(avb)Ac<(aVb)l\(aVc)l\(bV €)=
@AD V@AV (BA)<aV(BAO

La distributividad se deduce, segiin el ejercicio precedente.

27
Si a T pongamos p(a) = { x € K| x <a}. Es claro que
9la A B) = g(@) O glb).

Se tiene también p(a v b) = p(a) U g(b) pues si xe Ky x<a Vb
entonces

x=xA@Vbh=(EAQV(xAD),

luego x=xAa<aéx=xAb<b

Para demostrar que @ es inyectiva, basta mostrar que @ = V 5
docr, que todo clemento de T'es cota superior de lementos de K. S o fucse
asi, se podria considerar un elemento a minimal entre 10s que no fuesen cota
superior de clementos de K. Entonces a ¢ K, luego a =g V h, con g <a
y h < a. Necesariamente g y h son cotas superiores de elementos de K, de
donde la contradiccin.

2

Designemos por 0 ¢l elemento minimo y por 1 ¢l elemento méximo.
Se tiene

@VBV@Ab)y=@vbva)A@vbyVb)
@VBA@AD)=@nrd ALYV (A AD

Como el complemento de a v b es tnico, (@ v b)' =a' A b

2
Si a A b’ =0, tenemos
b=bV@Ab)=(bVaAGVE)=bVa>a

Reciprocamente, si @ < b, tenemos a A b' <b A b =0.
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30
‘Vamos a utilizar el ejercicio precedente. Notaremos primero que
anb<an (Vbl)p:n todo 1.

Si a A by < x para todo i, entonces a A by A ¥’ =0, luego by < (a A X"
Por consiguiente

Vhi<@Ax), lego (VB)AaAX

de donde, finalmente a A (V b) < x. Esto demuestra que a A (Vb)) es la
cota superior de los a A bi.

31

1° Es evidente que todo ideal maximal es irreducible. Sea P primo,

con P = KSlPCJ,masl P.Paratodo beKesa A be P, luego

bePy s tiene es, pues, irreducible. Se ve muy ficilmente que la

funcién caracteristica e 7 P e un omomorfame do T sabre o retfeulo

{0, 1}. Entonces es P la imagen reciproca de 0. Es, pues, una clase, para’la
congruencia asociada a este homomorfismo.

22 Sea I irreducible en T distributivo. Supongamos a A b e L Si
xedvanUavh,
se tiene x < iV ayx<jVb, conijel Entonces,
X<EVHVaAAGYHVE=GVHV@rbel

< < < <
Iuego x € L. De I=(IV @) (I V b) resulta =1V a 6 I=1IV b, es decir,

acl6bel

° Inversamente, los ideales forman una familia de Moore U-inductiva,
3 . e ag et gt

d
[0y
con P; primo. Seca f; la congruencia correspondientc a Pi. Entonces, / es
una clase para la congruencia 0 definida por x = »(0) <> Vi x = (). En
<
particular, el ideal  es clase para una congruencia 0.
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Si x Ay <a, entonces, x Ay =a(f). Tomando en los dos miembros.
la v con x, es x = a V x(f) y, lo mismo, y = a V y. Por consiguiente,

a=xAy=@Vx)Ar(aVy),luego @vx)r(@avy) <a

¥ como la desigualdad inversa es siempre cierta, @ =(a v %) A (a V ).
Resulta que T es distributivo:

tAUSSV(tAY,
luego

SVUAD=[sVEAD) VANV EAD VA,
=EVOAGVY.

4° Sean P primo, a¢ Py x e T. Sea a' el complemento (inico) de a.
anad =0cPya¢P, lugo deP.

<
x=xA@Va)=(xAa)V(EAa)caVP.

<
Luego T=a V P. P es, clectivamente, maximal,

5° Consideremos E* = {c A d|dV ¢ =1}, con cl clemento ¢ fijad
Este conjunto E* es estable para la interseccién: si d ¢ =
se tiene

@rd)ve=@Vea(dVe)

1, luego cAdAdeE*.

Ademés, 0 ¢ E*, puesto que ¢ o tiene complemento. Sea P un ideal maxi-
‘mal entre los 7 que verifican 7 E* = . P es irreducible, pues P = X ¥
con P< X y P< Y implicaria X E* # & y YN E* # 2, lucgo, to-
mando x € X E* ¢ ye ¥ E* sc tendria x A y € Py E*. Luego P es pri-
mo. No es maximal:
< <

se tiene P< PV cpuesc¢Py1¢PVe sinol=pve conpeP de
donde p A ceE* P,

Finalmente, obtenemos las configuraciones siguientes, que son carac-
terfsticas:

T cualquiera T distributivo T de Boole
Imaximal [ primo | 7 maximal [ primo | / maximal < 7 primo.

NN 72| N\ /

1 irreducible 1 irreducible 1 irreducible
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2
1° aAx=0 es cquivalente a x <’ De @’ Aa=0 resulta, pues,

a<d.

Sia<bsetiene bAb =0, lucgo a b =0, b <d.

For couiient, < b implic o <b.
De o <o it (a’)’<r Pero, por otra parte, @' < (a’, luego
", Resulta

o
2° Mostremos que @' A b =(aV b’
Ante todo a <aVb, lego (aV b)' <d. Lo mismo, (aV by <¥,
luego (a V b < a’ A b Se tiene
@ABYA @YD) =(@ A AQ V@ AL AB)=0VO0=0,
de donde @ A b < (@ V B, con lo que reulta Ia igualdad.
Esto muestra que @’ A b’ € 4, luego es necesariamente inf (@), b).
Mostremos que sup (', ) = (a A bY. Se tiene a A b < a, luego
d<@ndy

¥ lo m.mo,b <(@anby.
@, b < ¢', se puede escribir

@nby ha<b <,

@Aby Aanb=
lucgo
@AbY Nane=0, (@AbyAc<d<c,

de donde (a A B)' A ¢ =0y finalmente (a A BY < ¢’
La formula sup (@', b) = (a' V 5)" es inmediata.
32 Se deduce:

(@ Aby =[sup (@, )Y =@ Vb)Y =(@ VbY =a" A",
sup (@', b) = (@ A b)Y = (@V B

La aplicacién a - 4" es, pues, un homomorfismo de T sobre 4. Resulta
que 4 es distributivo. Ademés, a’ A a” =0, es decir,

f(@, @) =0y swp(@,a)=(@ray =0 =1
Por consiguiente A es un reticulo de Boole.
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42 Se tiene:

o =sup(@,w)=(anu) =(bAuw =sup(®,u) =
Inversamente, si tomamos u = (&' A 5) V (a A ) resulta:
=@ ABY A@ABY =(@ ABY Asup (@, b).

sia

b se obtiene u' =a” A @' =0. Ademés

anu=an[@Ab)V@AB]=@nd Ab)V@Ab)=anb,
bAu=bAl@ ALYV @AD]=GAdAB) V@A) =anb.

50 Sea Uunabiert v
tenga con U una interseccidn vacia, £ ‘necesario y suficiente que esté contenido
el complementaio do U, o dece, conenido on ol iteior de s complo
‘mentario. Es, pues, U’ el interior de E— U. Como T es estable para la re-
infinita, toda parte de A admite una cota superior:

sup Vi= (V)"

Como A s un dlgebra de Boole se deduce, por dualidad, que toda parte
admite una cota inferior, dada por la formula

inf Vi = (up V) = (U = UV

3

Sea 3 un cuantificador. Se fiene p < 3p. Si p < ¢ resulta que p < 3q,
luego

P =3pA3g)=3pAlg Ip<3g
Por tanto
339 =3(¢ A 39) =33g AIg =3¢

Es, pues, 3 una clausura de Moore.

2.° Sea 3 una clausura de Moore que deja 0 invariante. Si 34 ¢s una
sublgebra, ésta s estable para la complementacin, es decir que 3(@p) =
= @), cuslquiera sea p.

4 Bow
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Reciprocamente, si es estable para la complementacion, es también
estable para V, pues p V g = (o' A ¥, ¥ € una subdlgebra. En estas con-
diciones se tiene:

PpVvIg=33pVig=3ApVa.
Demostremos que 3 es un cuantificador. Para cllo basta probar que
ApA3)=3pAdg

y para esto vamos a demostrar que 3(p A 3g) admite (3p A 3¢)' por com-
plemento:

3(pA39) AGpA3gY <(EpA3agA@EpAdY =0
A3V @EpA3) =3p A3 VIEYYED]

3(p A 39) V 3Gp) v 3E9)

3l(p A 39) V G’ V (3]

=3[V @)’ vV Ea)) A Ga Vv GV G
3Ap v Gp) vV Gl

3p v 33 v 330

PV Ep V@&

=1

Reciprocamente: supongamos que 3 sea un cuantificador. Tenemos
@Y vI>EVvIr=1

Luego, 3(3p)' V 3p = 1. Ademdis

33 A 3p =3(Ep) A 3p) =30

Por consiguiente, 3(3p)’ = (3p)".
3° Es inmediato que 3a es minimo en 34 N a. Reciprocamente, sca B

fna shilypicn elalve compica. La apliactt > 1nf 514 ¢ s dan-
sura de Moore que deja 0 invariante y que admite B por imagen. Segin
Punto 2 serd un cuantfcador

4° Sea D la subdlgebra de C formada por las funciones constantes.
Sea fe C. La aplicacién 3f€ C definida por 3f(x) = Vf(X)para x€ X, es
miaimo cntr 1s splicacones constates supeiorss £ Por consigient D
es relativamente completo y 3 es un coantificador.
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34
<
10 Sctionc Ab = {ab|aeA} ={aAblacA}=b Lucgo Ab=Ac
siy sélosi b= c.
2° Sea Pprimo y x ¢ . Se tiene x(1 —x) = x—x' = 0. Lucgo
l—x€P, 1eP+Ay, P+Ax=4,
que muestra que  es maximal,
3° i1 es un ideal,
x 61, puesto que x =
$i b 03¢ tiene Ab # Ac do donde, por ciemplo, ¢ ¢ Ab. Pucsto que Ab

coincide con su radical, es igual a la interseccion de los ideales primos que lo
contienen. Existe, pues, un ideal primo 7 tal que Ab < Py c ¢

cide con su radical. En efecto, x" ¢ / implica

42 Si A es nostheriano, se tiene una descomposicién de (0) en la forma
© = 0,000 0
donde @y es Prprimario, En cfecto, adui O = 7. Luego
Py Pa o Pa = (0).
$i 7 ¢s un ideal primo cualquicra, conticne a este producto de ideales pri-
mos, lucgo contiene a uno de cllos, sea 7. Pero siendo 7, maximal, sc tiene
=, De donde la conclusién.

5° Sea § el conjunto de los ideales primos. La aplicacién ¢ de A en
’J’(S) deﬁn(dn

#a) = (P|PeS, a¢P)

es inyectiva, seg(in el punto 3.°. Si § es finito también lo serd 77 (S) y por ende
lo sera A,

y 7. Es suficiente mostrar que en este caso ¢ serd un isomorfismo
0.4 soee (5. Moatumoe quo s e plencén npayecive,
SIXC S, sea = (17 Se puede tomar un clemento a maximal en /.

a4
Sixelsetionox Vaw=x+a-t xnclluqoxvn—n.x<a. Por tanto @

s miximo en 7y en consecuencia
Sia¢ 7', s tiene cvidentemente 7' € x
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Si ae, se tiene

M7 NP
X o

Luego existe ¢ X tal que ? < 7. Pero 7 es maximal, luego P =P,
P¢X.
S tiene, pues, ¢(a) = X. Ademis,

Pep@uplh)=a¢P o beP=avbiP=Pepa V)
Peg@ngB)=at? y beP=anbEP=Peganb).

35

1.2 Se tiene evidentemente r < a para todo r € R(@). Si r < b para
todo r € R(a), mostremos que a < b. En caso contrario cxistiria un x tal
que 0<x<ayxhb=0. SearecR(). Se tiene r € R(a), luego r <b,
r=rAb=0, lo que es contradictorio. Lucgo a = V r. Por consiguiente,

reR@
R(@) = R(c) implica
a=Vr=Vr
TeR@ reR©
Por tanto, la aplicacion a — R(a) es inyectiva. Es claro que

R(a A b) = R(@) 0 R®).
Si reR(a A b), se tiene,

r<avb, FA@VE)=CAaVEAD)

ycomor Aayr Abno pueden ser ambos nulos, uno de ellos debe ser igual
ar. Resulta que, 6 r & R(a) 6 r & R(3). Se tiene, pues,

R(@V b) = R@)V R(b)
Io que acaba de probar que Ia aplicacién es un isomorismo.

2° Supongamos 0 < u < a. El conjunto {x|x <a, x Au=0} ad-
mite un elemento maximal . Se tiene u A ' = 0. Para que « sea un com-

plemento de u en a basta, pues, que a < u V u'. Si no fuese asi, existiria un s
tal que 0 <s<aysA(uVu)=0. De esto se deduce s A u=0, luego

WY)Au=@ AWV (sAu)=0.
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ro « s maximal, luego & =’ V 5. Resulta asi s =5 Aw =0, que s
contradictorio.

s, pucs, a un dlgebra de Boole que verifica la condicién maximal, y
por consiguiente finita (ejercicio 1T, 34). La propiedad f) resulta inmediata-
‘mente.
La propiedad a) es una consecuencia del ejercicio II, 24.
3. Considercmos una seccién a. Si T verifica a) y f) esta seccion es
un dlgebra de Boole satisfaciendo a la condicion minimal y por consiguiente

finita (ejercicio II, 34). En particular, ella tiene elementos minimales, en
nimero finito.

4.° Segin la primera cuestion, la aplicacion a - R(a) es un isomor-
fismo de T en el reticulo de las partes finitas de R. En este reticulo toda sec-
cién inicial es finita, luego, asimismo en 7
36
in 4lgebra de Boole no es un grupo ordenado. En efecto, todo grupo.
ordenado que posee un elemento méximo ¢ se reduce al elemento neutro,
pues se tiene e < 1, luego ¢ < #2 o que da t = 2y finalmente £ = e.
37
Se tiene

@Ver=a"va-iv..ve=a-lv..ve=(@Ver,

de donde a V e = e y por consiguiente a > e. Si a” = e se tiene, pues, a > e.
Pero también (a-1)" > ¢, luego a=* > ¢ y finalmente a = e. Lucgo, G es sin
torsién. Se tiene |d| > d y | d|> -, luego | d[* > dd-1 = e, lo que da
|d|>e.
38

Demostremos que lo 1.° implica lo 2.°

Se tiene y~}x < z ¢yl x < x. Por oira parte, e < 2y ¢ < x. Se puede,
pues, encontrar # tal que y1x < 2 < zy e < 2’ < x. Tomemos ¥’ = x(z)™.

ene x=' 2’ y e < 7 <z Ademis, e < y', pues 2’ < x, ¢ ' <, pues

y =yiaiE)t <e

Reciprocamente, demostremos que lo 2.° implica lo 1.°
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Por una traslacién conveniente nos podemos referir al caso en que @
‘Supongamos, pues, que e y b son inferiores a ¢ y d. Se tiene e < b1 ¢ < b1 de,
cone<bdye < c;luego bl c se puede escribir btc = uy, con e < u
<bldye<v<c Tenemos b < bu < buv=c. Ademds,e = cc=! <evi=
= bu < d, luego bu cs el elemento buscado.

39
1.° Se ve inmediatamente que PPS Py PPt = (e
Si y € P, s¢ tiene xyx-! > xex—t = ¢, xyx-i € P, luego, para todo x € G,
xPx-t < P. Por consiguiente
PsxiPx=x1PxY)'cP
de donde x- Px=P. Se ve que para todo x, xP = Px, y, para toda
parte 4 de G, PA = AP.

2° Si P verifica estas condiciones, se define el orden para x <y si
y s6lo si x-1y € P. Mostremos que esto es efcctivamente un orden.

— x<xpusxix=ecP

—x<yey<xlmvl.\ur‘ysl’y(x~‘y)" yixeP, lugo
xiye P

—six<yey<sz sgumﬁysr ¥ st de donde

xlz=xlyyizePPcP, x<z

Esta relacion hace de G un grupo ordenados:
ia <b,

(xa)txb=atxixb =albeP,
(@) tbx =xlatbrexiPrc P
Por consiguiente xa < xb y ax < bx. Ademds, x > e equivale a
x=elxeP
3 Supongamos G filrante. Sea x € G cualquiera. Sea 5 un mayorante
de xy de e. S tien
x=shx = sxl gt

Pero sc Py x5 P, luego x pertencce al subgrupo engendrado por P.
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De un modo gmnx el subgrupo engendrado por P es PP-%. En efecto,
eeP < PP, Se ti

= PPy (PPY)(PP)=PPPiPic PP,

lo que demuestra que PP es un subgrupo.
Supongamos G = PP Si x, y €G se tiene x = ab-t e y = cd, con
a, b, ¢, de P. Ocurre entonces,

x=xe<xb ae < ac.

Asi se ha visto que G es filtrante superiormente. Si m es un mayorante de
x1 ¢ y3, serd m~1 un minorante de x y de y. Luego G es también filtrante
inferiormente.

e

1° X< ¥ implica M(Y)S M(X) y m(¥) < m(X). Por otra parte, se
tiene siempre ¥ < m[M(Y)] = ¥* ¢ Y < M

sto se_deduce: M(Y‘) < M(Y) y M(Y)S MmIM(D)] = MCY*),
luego M(Y) = M(Y*). Res

= mM(Y*) = mM(Y) = Y*.
Si X< ¥, tenemos
M) S M(X), X*=mM(X)S mM(Y) = Y*,

Y* es, pues, una clausura de Moore en el conjunto de las partes de G. R es
estable para csta clausura, pues ¥ € R implica M(Y*) = M(Y) # , luego
Y e

2° Si AS A para todo il con Ay A; elementos de G, entonces
N A es no vacio y evidentemente mayorado. Se tiene, pues, (1 A; e R.

.
Como (1) A)* = ) Ay, clectivamente s (1 Ar€G ¥ es la cota inferior
‘ .

de las Aq.

Si A< A para todo i, se tiene U A; € 4, luego U A; es mayorado.

7

Es un elemento de K. Su clausura (U 4)* € G es entonces la cota superior
de las A

‘Tomemos 4, B €. Sean ' & M(4), b’ € M(B). Entonces A y B estin

someiles S804 Y )0, hingo i oo eperion existe. Se demuestra
andlogamente la existencia de cota inferior de A y B.
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35 Setiene a* = & luego a* = b* implica a = b.
Igualmente resulta
(re)" =Gar=na=nar = ra.

a; < Va implica af < (V a)*. Supongamos que sc tenga af < A € G para
.

todo i Si x es mayorante de A, @ < x, pues ;€ A. Por consiguiente
Va; < x. Se tiene, pues

VayemM(d) = A.
i
Lucgo (Va)* € A. Esto muestra que (Va)* =Va.

4° Sea ae M(XY) con X, YER. Si y € Y se tienc a > xy para todo
x€X, luego @y > x y reciprocamente. Se tiene, pues,

a e MXY)<>a¥ s M(X).
Se deduce:
ae M(XY)<>a¥-t S M(X*) <aeM(X*Y),
de donde
(XY)* = mM(XY) = mM(X* ¥) = (X* Y)*.

in razonamiento anilogo daria (X¥)* = (X¥*)*. Combinando ambos
resultados se obtiene

(XT)* = (X* Y9t = X o Y%,
Ahora bien, % s un semigrupo para la multiplicacién de los complejos.
La férmula anterior muestra que Y — Y* es compatible con las leyes multi-

plicativas de 9 y G. Este tltimo es, pues, un semigrupo. Sc deduce asi, para
4,B,Ceg:

Ao (BV C)=4*o(BU O
(AB)* U (AC)
=(40B)V (10 C).

[A(BU O = (4Bv 4C)*
=(AB)* V (AC)* = (4* 0 B) V (4% 0 C¥)

5.7 Setiene A~ < MmA-' = M(B), luego B* = mM(B) =m(4-) =B,
de donde B = B* & G. De otra parte B = M(A), luego

XeMUB) <+ xBiS M) < xM(4)<S M(4).
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Si y € M(4B), se tiene xyM(d) S xM(4) S M(4); luego xy € M(4B).
Es claro que ¢ € M(4B) luego todo clemento positivo esti en M(AB).

6° Sea ccAB. Si be M(4B), para todo n, b & M(4B), luego b" > c.
Resulta b > e. Se tiene pues

M(4B)=P, AoB=(AB)* =mM(4B) =P =e*
Ahora, e* es elemento neutro de ¢. Todo elemento de @ tiene, pues,
un inverso y por consiguiente G es un grupo reticulado.
7.° Si b > c para todo n> 0, entonces f = A b" existe. Se tiene
n>0
B =pbR>f,
">1

de donde b > e.






CAPITULO Il

Grupos. Teoria elemental

Salvo mencién expresa de lo contrario, un grupo serd indicado con
notacion multiplicativa y e designard su elemento neutro.

Enunciados
1

Se considera un conjunto S en el que se da una ley de composicidn in-
terna (g, b) -» ab, verificando, cualesquiera sean 4, b, ¢:

Demostrar que § es un grupo con la operacion
aTb=a(t*h).

Enunciar y demostrar la proposicion reciproca.

2

Designamos por G(T) un conjunto G con una ley de composicion interna.
denotada T. El conjunto G e finito.
1° Supongamos que G(T) sea un casigrupo (todo elemento es regular)
¥ que satisface 2 la condicion A) siguiente:
alesquiera sean a, b, g, existe un elemento ¢, independiente de g,
tal que
aTGTO=cTs
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Demostrar que asociando al par (g, b) la solucién ¢ de esa ecuacion,
y poniendo a 0 b = ¢, se le da a G una ley de grupo. Deducir que G(T) posee
un elemento neutro a la izquierda, designado por e.

2.° Sea I'el conjunto de traslaciones a la izquierda de G(T). Dar una
condicién necesaria y suficiente, referida a I, para que el casigrupo G(T)
verifique A). Mostrar que entonces I" s isomorfo a G(o).

3.° Sea G(T) un casi grupo satisfaciendo A). Sea ¢ la aplicacién de G
en G definida por ¢(x) = x Te. Se pone, p =g y se define en G la ley
de composicion

xLy=y@Tr
Demostrar que G(L) es isomorfo a G(o).

3
‘Demostrar que un grupo no puede ser la unién de dos subgrupos propios.

4

Sea G un grupo. Se supone que existe un entero k tal, que cualesquiera
sean @y b en G se tienen las relaciones

(@) =alb para ie{k—1,kk+1}

Demostrar que G es abeliano.

5
Sean a y b dos elementos de un grupo G cumpliendo
d=e, b=e ab=ba"
Demostrar que se tiene

ab=ba, ab=Ha

6

Sien G, a y b cumplen las condiciones
B=e ab

demostrar que se tiene &° = e y ab = ba.
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7
Si Hy K son dos subgrupos finitos de un grupo G, demostrar la relacion

Card (H)Card (K)

Cand (EE)~ Card (HNK)

Se considera el conjunto of de las splicaciones afnes de R, es desir,
Ias aplicaciones x —ax + b, a € R*, b € R. Demostrar que <{ es un grupo
para la composicién de las aphnaaonc:. Sea 90 el conjunto de las aplicaciones
X~ x -+ b. Demostrar que 9 es un subgrupo distinguido de <{ y que <7/
es isomorfo a R*.

B

ostrar que si todos los elementos de un grupo G verifican: x* = ¢,
tnmnc:s G es abeliano. Adems, si G es finito su orden es una potencia de 2.

10
Sea D un semigrupo y sea a € D. Se considera el conjunto

S={ad )

Domostrar que i S e falto, exiten dos cntercn .y 1, 1y <, taes
que am
Eleg;do 7 minimo en la relacién precedente, demostrar que se tiene

{aa, ., av1},
¥ que el conjunto

C={am, ., a1}
es un grupo ciclico.
1

Demostrar que un subgrupo de indice 2 es distinguido.
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12
Sea H un subgrupo de un grupo G. Se supone que el producto de dos
clases a Ia izquierda cualesquiera segiin H, es una clase a la izquierda. Demos-
trar que H es distinguido en G.
13

Si un elemento a de un grupo G tienc exactamente dos conjugados,
entonces G admite un subgrupo distinguido propio.

14
Sea G un grupo mondgeno. Demostrar que todo subgrupo de G es inva-
riante para los automorfismos de

Deducir que si G es un subgrupo mondgeno distinguido en un grupo
N, todo subgrupo de G es distinguido en N.

15
Supongamos que existe un entero n tal que la aplicacién x > 37 sea
un automorfismo del grupo G. Demostrar que para todo x € G, ¥ per-
tencee al centro de G.
16

Sea N un subgrupo distinguido de un grupo G. Si @€ G es de orden
finito , demostrar que el menor entero k tal que a* € N, es divisor do n.

17

Sean a y b dos clementos de un grupo G cumpliendo ab = ba. Si  es
de orden m, b es e ordenn, y si m y n son primos entre si, demostrar que
ab es de orden mn.

18
Sean a y b dos clementos de un grupo G cumpliendo

ab=bay @n®)={e}
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Demostrar que ab es de orden finito si y slo si @ y b son de orden finito,
¥ que ¢l orden de ab es ¢l m.c.m. de los érdenes de a y b.

19

Sea N un subgrupo distinguido de un grupo G. Se supone que el indice
de N en G es finito ¢ igual a 7. Demostrar que si 1 s primo con n, la relacién
xm = implica en

]

G un grupo abeliano de orden 7. Si k es un entero primo con 7,
demostrar que cualquicra sea a € G, la ecuacion x* = g admite una solucién
tnica en G. (Demostrar que la aplicacién x -> xk es un automorfismo de_G.)

Dar otra demostracién valida cuando G no sea abeliano.

21

Sean G un grupo abeliano y H un subgrupo de G tal que G/H sea un
grupo montgeno infinito. Demostrar que G s isomorfo al grupo-producto
X G/H.

2
Supongamos que en un grupo G se cumple para un entero n
(aby* = a" bn

cualesquiera sean.ay b. Demostar qus 67 = (x7 x € G}y G = (x; x €6,
— e} son subgrupos distinguidos de G. Si G es finito, el orden de G™ es
xgun.l al indice de G

23
.° Sea G un grupo. Demostrar que el conjunto de los enteros relati-
von Rl que se tenga x* — e, Yx € G, es un subgrupo nZ de Z. Demostrar
que 7 es distinto de cero si y s6lo si los érdenes de los diferentes clementos
de G son finitos y no toman més que un nimero finito de valores distintos;
entonces 7 ¢s su m.c.d. El entero n se llama exponente de G.
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2.5 Si G es de exponente 1> 0,y €5 n = mp*, p primo, pf m, demos-
trar que G tiene algin elemento de orden p%.
Si, ademis, G es abeliano, tiene algin clemento de orden n.

u

n grupo ciclico de orden n, denotado aditivamente. Demostrar
que el conjunto End (G) de los endomorfismos de G puede tomar una estruc-
anillo isomorfo a Z/(n)
1Qué puede decirse cuando G sea monégeno infinito?

25

Demostrar que un grupo finito G en el que la ecuacion x° = e admite
(cualquiera sea ) a lo mis p soluciones, es ciclico. (Si G es de orden n sc
puede hacer ver que, cualquiera sea p, G o contiene més elementos de orden p
que Z/(n).)

2%

Sea H un subgrupo distinguido de un grupo G. Se supone que el orden 1
de H es primo con el indice m de H en G. Demostrar que H es el tinico sub-
grupo de orden n de G.

7

Sea G un grupo ciclico de orden . Demostrar que el reticulo de los sub-
grupos de G es isomorfo al conjunto de los divisores positivos de » ordenados
por Ia dwm ilidad.

Dar una representacién aniloga del reticulo de los subgrupos de un
grupo monsgens miaite.

2%

Sca G un grupo abeliano. Un subgrupo 4 de G se dice denso i se tiene
ANH# {e} para todo subgrupo H # {e} de G.

Demostrar que para que un subgrupo A de G sca denso, es necesario
y sufiiente que

4) G| sea un grupo con torsién,

5) todo elemento de orden primo de G pertencce a A.
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2
Un subgrupo N de un grupo G se dice casi-distinguido i es permutable
con todo subgrupo de G.
Demostrar que:
4) Todo subgrupo conjugado de un subgrupo casi-distinguido es casi
distinguido.

) Un subgrupo casi-distinguido maximal " el conjunto de los sub-
grupos casi-distinguidos propios) es distinguido.

30

Sean un grupo G y { Gi}ier la familia de los subgrupos propios maxi-
males, supuesta 10 vacia. Pongamos @ = () Gi.

1.° Sea * el conjunto de elementos x e G tales que para todo sistema
gen:uder M de G que contien a 5, también M — {} sea un sitema gene-
r de G. Demostrar que *
2° Demostrar que @ ¢s un subgrupo distinguido de G. Demostrar
que 1os G son distinguidos en G si y s6lo si @ contiene el grupo conmuta-
dor de G.

31

Sea A una parte 1o vacia de un grupo G Se llama normalizador de A ¢l
conjunto N de Tos x € G tales que xAx = A. Se llama centralizador de A
el conjunto K de los x € G tales que xax- a Va €. Demostrar que N es
un subgrupo de G, K un subgrupo distinguido de N. Si A es un subgrupo,
N es el mayor subgrupo de G en el cual cs distinguido 4.

2
Sean ® el grupo de los automorfismos de un grupo G, 4 l grupo de los
automorfismos internos de G. Demostrar que A cs un subgrupo distinguido
de . Demostrar que si el centro de G sc reduce al clemento neutro, lo mismo
sucede con el centralizador (ejercicio 1T, 31) de A en @.
33

Sean G un grupo, S(G) el grupo de biyecciones de G sobre G, I (res-
pectivamente, 4) el grupo de traslaciones a la izquierda (respect., a la dere-

5 Bawo
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cha) de G. G es isomorfo a I Se indicaré por yq la traslacién a la izquierda
definida por a €G.

1> Mostrar que el grupo @ de los automorfismos de G ¢s un sub-
grupo del normalizador 2 de I' en (¢
Mostrar que todo automorfismo de I" es de la forma

Ja>poyaog?, donde ged.
2.° Mostrar que 4 es el centralizador de I‘ en S(G) (ejercicio 111, 31).
Deducir que 74 = AT es un subgrupo d
Mostrar que I'n 4 es el centro de I'

3.° Sea 4 el grupo de los automorfismos internos de . Demostrar que

se tiene
TA=AT' =T4.

Deducir que : 2 = ®I' = I'D y que & I'se reduce al elemento neutro.

34

G un grupo y 7 un subgrupo distinguido de G. Sean, 4 ¢l grupo
de automorfismos de , N el grupo de automorfismos internos de H, K =
X ¥€G, xh =hx, Vhe H}.

1.° Demostrar que HK y N son subgrupos distinguidos de G y de 4,
¥ que existe un isomorfismo de G/HK sobre un subgrupo de 4]

2.° Demostrar que HK/K es isomorfo a N.

3. Se supone que H tiene sélo automorfismos intemos y e s
se reduce a { e }. Demostrar que G es producto directo de H Y

35
Recordaremos aue m gupo s m lamén cuando cada uno de sus ele-
mentos, excepto e, es de orden infini

L° Sea G un grupo. Un subgrupo H de G se dice aislado si la relacion
x"eH, donde xeG y neZ, n+ 0, implica x € H.

@) Demostrar que los subgrupos aislados de G forman una familia
de Moore.
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b) Sea H un subgrupo distinguido de . Demostrar que H es aislado
si y s6lo si G/H es sin torsién.

2° Se dice que G es un Regrupo si la relacién x" = %, neZ, n £ 0,
implica x = .

@) Demostrar que un R-grupo es sin torsion, y que un grupo abeliano
sin torsidn es un R-grupo.

b) Demostrar que el centralizador (ejercicio 11T, 31) de una parte M
de un R-grupo es un subgrupo aislado. Deducir que el centro de un R-grupo
es un subgrupo aislado y que la relacién Xty =y xk

xy =y
) Demostrar que G es un R-grupo si y s6lo si el centro Z de G y el
grupo cociente G/Z son Regrupos.

36

1.° Sea G un grupo del que 4 y B son subgrupos. Diremos que G es
producto semidirecto de A y B si se satisfacen las tres condiciones siguientes:
@ G=45,
b AnB
©) A es distinguido en G.

Demostrar que existe entonces un homomorfismo b~ ¢(6) = b de B
en el grupo de automorfismos de A, tal, que se tien

ba = bB(a)p, paratodo acAd ytodo beB.
Demostrar que B es isomorfo a G/.
2° Sean A y B dos grupos. Suponemos que existe un homomorfismo
b q(t) = b de B en el grupo de automorfismos de A. Demostrar que ¢l
conjunto producto A x B con la ley de composicién interna

(a, b) @, b) = (abla), bb)

esun yupn Mnmnr que este grupo es producto semidirecto de dos sub-
grupos A rfos respectivamente a A y B.

3 Darun ieplo o grupo que s produco semidiecto de dos sl
grupos sin ser su producto direct
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31

Sean G un grupo finito, N un subgrupo distinguido minimal de G. De-
mostrar que N es producto directo de subgrupos simples isomorfos entre
ellos.

38

Designamos por Q el cuerpo de los racionales y por Z el anillo de los
enteros relativos. Sea U el grupo aditivo Q/Z. Siendo p un ntimero primo
se considera el subgrupo U de U constituido por los elementos cuyo orden
es una potencia de .

1.0 Demostrar que cualesquiera scan a €Uy y n€Z, n#0, existe
feU,tal quea=

2° Demostrar que todo subgrupo .u U,, distinto de U, es ciclico.
4C8mo es el reticulo de los subgrupos de

3° Sea G un grupo abeliano que tiene una sucesidn creciente de sub-
grupos

Go< Gy& -+ Gue

tales que:

@) Gy es ciclico de orden p.

B 6=UG.

50

Demostrar que existe una Sucesién (xs de elementos de G donde X,
engendra Gy ¥ Xp = Pnt; » Vn > 0. Deducir que G es isomorfo a Up.

42 Sea P el conjunto de los nimeros primos p> 1 (-) Demoscar que
ol wie U e el 8 o e oo i de sl gt
a ciertos grupos Up. Deducir un isomorfismo de U o i sabgregs del
gr\lpn roducto T Uy

b

£

Sea G un grupo. Al escribir sg d queremos indicar subgrupo distin-
guido.

1.° a) Se denota por (a) el sg d engendrado por a € G. ;Cules son los
elementos de (a)?

(%) El nimero 1 5o se considera primo (ol compuesto). N. del T
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B) SiAy Bson dossgd de G, indicaremos por [4, B] el subgrupo de G
engendrado por los conmutadores

[a,b) =aba't aed, beB.

Demostrar que [4, 5] es un sgd de G contenido en 4 B. Si 4,y 4y
son dos sgd de G demostrar Ja relacién

[4, 4y, B) = [Ay, B[4y, B].

2° a) Se dice que un sgd P de G es primo si la relacion [(a), (5)) € P
implica a ¢ P 6 b ¢ P. Demosirar que un sg d P es primo si y slo si la rela-
cién [4,B] < P, donde 4 y B son ambos sgd, implica A< P 6 BE P.
Deducir que i los A, 1< i < 7 son sgd, la interseccion 4,0 -+ O Ay et
contenida en P si y s6lo si uno de los Ay estis contenido en P.

b) Un subconjunto M de G se llama nr-sistema si, cualesquiera que sean
myy my en M, cxisten m € (m,) tales que [, m] € M. El conjunto vacio
se considera un m-sistema.

Demostrar que un sg d P es primo si y sélo i su complementario G — P
es un msistema.

3° ) Sean A un sgd y M un mesistema disjunto con 4. Demostrar
que M esté contenido en un m-sistema M* maximal en el conjunto de los
mesistemas disjuntos con A.

b) Con las mismas hipotesis, demostrar que A esté contenido en un
sgd P* maximal en ¢l conjunto de los sgd disjuntos con M. Demostrar,
ademis, que P* es primo.

) Mostrar que un conjunto P de clementos de G s un sgd primo
‘minimal que contiene 2 un sg d 4 si y s6lo si G — P es maximal en el conjunto
de los m-sistemas disjuntos con A.

4° Sea A un sgd de G. Se denota por r(d) la interseccidn de todos los
sgd primos que contienen a A. Demostrar que r(4) es la interscccion de
Tos sg d primos minimales que contiencn a A.

Si B es otro sgd de G demostrar

({4, B) = /(A 1 B) = r(4) N r(B).

Demostrar que r(4) es cl conjunto de los a € G tales que todo m-sistema
que contiene a @ tiene interseccién no vacia con A.



Soluciones

1
En S los cuadrados de todos los clementos son iguales. Sea e cste ele-
mento cuadrado tnico. La segunda igualdad se escribe: ae = a. La ley T
se puede definir por
aT b= afeh).

su iativi Se tiene

@T )T = [aleb)] (ec),

aT (b T ) =ale {blec) }}

(e { blec) }] porque e =e*

= al(ec)s] segin la tercera formula
[aeb)] [{ (ec)b } (eb)]  segtin la cuarta

aleb)) fiec)e] segin la cuarta

= [ateb)) (ec) mediante xe = x.

El clemento neutro es e:

aTe=ales) =
eTa=clea) = s(m) —ae

El inverso de a para T es ea:

a T (ea) = ale(ea)] = alae] =a* =e,
(ea) T a = (ea) (ea)

Reciprocamente, si  tienc una ley T que le haga un grupo, se puede poner
ab=aTb%
Se comprucban fécilmente las cuatro relaciones, y s tiene:

aT b=a(*b).
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2

1° El clemento ¢ que verifica a T (5T §) = ¢ T g es timico, pucsto
que G(T) es regular. La ley o estd, pues, definida sobre G, y se puede escribir:

o aT(bTg =(@obh)Tg VgeC.
La ley o es asociativa:

Utilizando la_relacién (1) obtenemos,

[@obyod Tg
laoboal Te

@ob) T(T T (Tl
TI(bnc)T!]*aT[bT(ch)l

La asociatividad resulta de que G(T) es regular.
Para demostrar que G(o) s un grupo, bastard, pues que G es finito, de-
mostrar Ia regularidad de la ley o.
Siaob=aoc, se tiene,
@ob)Tg=(a00) T
© sea,
aTGTH=aTETe)

de donde b T g=c T g, luego b=c.
@0 b=cob, sc tiene andlogamente,

aTGTY=cTGTe y a=c
Sea e el clemento neutro de G(o). Cualesquiera sean @ y g,
aTETg=@o)Tg=aTeg
de donde,
eTg=s
2.° Denotemos por y, la uas!mén alaizquierda definida por a € G(T).
El axioma A) equivale a lo siguient

Cualesquiera scan a y b P que a0y, axioma A) se
vrifin, puch 5y sl s 1 cs uma parte ctable del connto do la aplica-
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dlons de G en G, con I compostn de apliccions, qus tabifnindlca-
remos.
Notese que o regulridad de ) impis, quecuda tralcin a .

quierda es biyectiva, puesto que G es finito. ' ¢s una parte estable finita
4l srupo do bpeecioncn do G, logo o . mbmpo
La relacién

aTGTe=@oh)Ts VgelG

sc escribe entonces.

Y4078 =Yaos-

La aplicacién x . ¢s, pues, un homomorfismo de G(e) sobre (o).
Es myemvn. puesto que G(T) es regular. Es, pues, un isomorfismo.

La traslacién a la derecha  es biyectiva, huego p = g~ est bien
detirin, s v

) Lg0) =vlpN T e0) =xT G T e)=(xo)) Te=g(xo0))
demucstran que x - g(x) es un isomorfismo de G(o) sobre G(1).

3

Scan A y B dos subgrupos propios de G.

Si A< B, entonces AUB =By AU B es distinto de G; lo mismo
ocurre si BE A.

Sino, existen a€ A, a ¢ By b B, b ¢ A. El producto ab 1o puede per-
tenecer a AU B, pues, si, por ejemplo, ab € A, entonces b & A. Luego 4 U B
es distinto de G.

4
Multiplicando a la izquierda por xy a Ia derecha por y-%, la igualdad:
(ot = kil phit,
nos da
Ok =k
Ahora bien, por hipétesis,
=G
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y, finalmente, obtenemos

[0} o) = Oy
Del mismo modo, Ia igualdad
Co)k = k%
implica
oYt = Ot
de donde
@ o)kt = (e,

Multiplicando miembro a miembro las relaciones (1) y (2) resulta

Xy =yx

Se tiene, sucesivamente,

atb = a(ab) = (ab) a* = ba = ba.
ab* = (ab) b2 = ba b* = ba(a®b) b = biab) ab
Bba*ab = b ata?h = ba* ba = bt baa = B,

La iltima relacién se escribe
b=atta=(a bt
Entonces,
P=(@ba)t =aiba=e

De esto resulta b = b, luego ab = ba.
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7
Consideremos la aplicacién ¢ de H x K en HK definida por
oK) =hk, heH, kek.

SR e o cquvalencn.d splicacitn g, exse comespondencia biyeciva
entre H X KR y H]

Sea (h, K) € H % i o o A i equiva-
Tencia.

Si hk = K'K', entonces h'-1 h = k'k* es elemento de Hn K. Dado (h, k),
K debe pertenccer a (H Kk, Inego puede tener a lo més Card (H n K)
valores. Cada elemento k& (H n K)k define de modo tnico €l elemento
” tkk'=%. La clase de (h, k) tiene, pues, Card(H n K) clementos, de donde
Ia igualdad que se pide.

8
Denotemos por fa,» la .pl-cmén x->ax+b.
Se comprueba. fécilme
[0) Jap 0 fet =Jfac,aas-

Por tanto, en o queda dada una ley interna. EI elemento neutro s ;g y

G ba~ts
90 es un subgrupo, pues si fip © f;.4, Pertenceen a 9, entonces

S o1

Srass €
El subgrupo 9 es distinguido, puesto que

Japofia© fih =fiaa -

Sea g la aplicacion de <{ en R*: ¢(/,,») =a. La férmula (1) demuestra
que g es un homomorfismo de  en cl grupo multiplcativo R*. Este homo-
morfismo es suprayectivo y su micleo es I, asi que se i

AU = R
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9

lacién x* = e implica ¥ = x-%, Entonces, cualesquiera sean a y 5
en G % tane

aba~t bt = abab = (ab)} = ¢
finalmente,

ab = ba.

Demostremos, por recurrencia sobre el orden de G, que este orden es una
potencia de 2.

La propiedad s cierta para G = {e}.

Sea a # e. El subgrupo engendrado por a : (e, a} = (d) ¢s de orden 2,
¥ es distinguido en G, puesto que G es abeliano. El grupo cociente G/(a) o5
e orden inferior al de G y todos sus elementos satisfacen x* = e. Segin la
hiptesis de recurrencia el orden de G/(a) es igual a 2%, y ¢l orden de G es
entonces 2141,

10

gplicacion: n —» a de N* sobre § o s inyectiva i S i, Eisen,
pues, iy <, tales que am = a". Entre estos pares cljamos
0o 20 §oe 7 s Ftant. Pongamos m i 4,
La igualdad

am = gmid
implica
amd = gnesdt —

Sea k > m, k =m + L. Dividamos I por d:
l=hd+r, 0<r<d,
Se tiene entonces:
a* = anthgr = g o =
De esto resulta a* € C y se tiene en efecto

S={ad,.,a"}.
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Todos estos elementos son distintos, pues no puede ser

¥,k <k <n—1,

ya que 7 se ha elegido minimo.

Demostromos due C es un grupo somorfo a Z/(0)

Se ha visto que C es el conjunto de elementos a¥, k > m. Por tanto C'
es estable para la multiplicacién de D.

Ademis, si k = m + I, se tiene a* = a™+7, donde s l resto de la divi-
sién de I por d, y todos los elementos am+7, 0 < r < d son distintos. Luego
si a* y a¥ son de C se tiene: a* = a¥ si y sélo si k = K'(d). Se puede entonces
definir una aplicacion ¢ de C en Z/(d)

@eCigla) =K donde K es la clase de k en Z/(d).
Esta aplicacién es bigectiva, pues es suprayectiva y C consta de d cle-
‘mentos. Es también un homomorfismo, luego es un isomorfismo. Notese
que un generador de C es a™+7, con m + 7 = 1(d).
1
Si H es el indice 2 y si x ¢ H, las dos clases a la izquierda H y xH reali-
zan una particién de G, como asimismo las clases a la derecha H y Hx. Se
tiene, pues, necesariamente, xH = Hx. Si x € H, también es xH = Hx(= H).
Luego, H es distinguido en G.
12
Advirtamos que a = ae pertencce a la clase . Entonces ab pertences
aIa clase (aH) (bH). Ahora bien, si un complejo es una clase a la izquierda,
es la clase a la izquierda de cada uno de sus elementos. Se tiene, pues,
(aH) (bH) = abH.
Tomando b = a~* resulta
(aHa™) H = H,
o que implica

aHa < H.
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13

Sea b el conjugado de , distinto de a. No puede ser bab~! =b, si no
a=b. Luego bab- 1 =a, y ab = ba.

El subgrupo H =n5=ndndn por a y b es distinguido en G, puesto que
{a,b} es estable para los automorfismos internos. Puesto que  y b conmu-
tan, todo elemento de H es de la forma a* ¥, , f € Z. Si H =G, sea x€G
tal que b = xax-1, Pero x se escribe

x=a"¥, de donde b =a"babPa

1o que es absurdo. Luego H es subgrupo distinguido propio de G.

1

Si G = (), un subgrupo H de G seré de la forma H = (a¥). Sea a un
automorfismo de G. Si a(a) = a”, entonces a(H) estd engendrado por a(a) =

(a)* = a” que es elemento de H. Se tiene, pues, a(H) < H. El mismo
razonamiento prueba que a-(H) < H, esto es, H < a (H). Se tiene, final-
mente, a(H) = H.

Si G cs distinguido en N, para todo x & N Ia aplicacion: g ~»u(e)
es un automorfismo de G.

Se tiene pues a(H) = H, y H es distinguido en N.

=xgrt

15

Sean x ¢ y clementos de G. Existe z & G tal que y = xz. La aplicacién
u—un es suprayectiva por lo que existe un u e G tal que z =un. Se tiene
entonces

Aty = Xl = = (= X XY,
=t x" xt = yxnt,

16

L mlmo cooro  qus saifhos 2 N s, por defnetn, ol orden de
clase @ dou e
ra bien, se s i % 1o que demuestra que n s un mil-
ilo de orden ¥ e &
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17
La relacién ab = ba implica
(abfk = a* B, para todo k €Z.

Se tiene entonces

(abymn = @ pmen — (g by — e,
que demuestra que el orden g de ab divide a mn. Para demostrar la igualdad,
‘basta probar que 71 y a dividen a g. Puesto que m y n son primos entre s,
el clemento 7 tiene orden m. Las relaciones

(a")! = (ab)" = [(ab)]" = e

mnetran que ¢ e it del oden m do %, Del mico modo s demaetrs
que n es divisor de

18

La relacién (ab)* = e implica a* = b € (a) 1 (b), de donde a* = b* = ¢,
y k es miltiplo comtin de los Grdenes de a y b. El orden de ab s, pucs, cl
m.c.m. de los 6 deayb.
leduce una nueva demostracién para (ejercicio II1, 17), pues
con las hipéesis hechas (a) © (8) se reduce a { e }, puesto que su orden
amyn.

19

Sea % la clase de x en G/N. Si xm e, GIN
s un grupo de orden 7y el on‘len de %, que debe d.wld.\x amyn s:mulkinu—
mente es necesariamente igual a 1, es decir, x &

20
Sea  la aplicacién de G en G definida por
o) =
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Siendo G abeliano, @ cs un homomorfismo. Su micleo es el conjunto de
los clementos de G cuyo orden es divisor de k. Puesto que el orden de todo
elemento de G divide  n, y que n y k son primos entre sf, el nicleo de ¢ s
reduce a {}. g es, pues, inyectiva y, siendo G finito, es p un automorfismo
de G. Cualquicra sea a € G existe Por tanto un tnico elemento b verificando

P=a

Puesto que k es primo con n, existen u y v tales que 1 = uk + . Se
tiene entonces, para todo x € G : x = x3 x = (x?)%. Sea a € G. Entonces a*
satisface la ccuacion x* = . Si b es una solucién de esta ecuacion se tendri
e 4% Asi, a* es la tnica solucién. En esta demostracion no so
utiliza que G sea conmutativo.

21

Sea acG, del que la clase a engendra G/H. Para todo g € G existe un
entero inico k tal que

g=ak=ak

Esiste pues un daleo h e K tal quo g = hat. Pongamos = y(g) y deno-
temos con p la aplicacién candnica G —
Definiremos ahora una aplicacion F e nx G/H, con
= [v(8), #(®))-

Si g = ha, g’ = K

', entonces g’ = hi'a*+¥, o que demuestra que
w(gg) = v(g) ¥ig)-
Como y y ¢ son homomorfismos, F 1o es también.
Es inmediato que £ es un isomorfismo.
2
La aplicacién ¢ de G en G definida por
X =
es un homomorfismo. Su imagen G es, pues, un subgrupo de G, y su niicleo

G, es un subgrupo distinguido. También G es distinguido, pues si x" € G,
Y €G, cntonces, yxt yt = (yxy )" € G".
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Se tiene el isomorfismo
#G) = 6" = G[Gy
que demuestra, si G es finito, que el orden de G es igual al indice de Gp.

23

1° Esinmediato que el conjunto 4 de los enteros k € Z tales que x
¥ G, e un subgrupo nz de 2 El et s milipo dl onden o le

0 de los elementos e G. Si > 0 resulta que los Srdenes distintos de los
lementos de G son en nimero fnito. Si esta condicin se satisface, & € A
sy s6lo si k es miltiplo del orden de todo clemento de G. Siendo n el menor
elemento positivo de A, viene a ser el m.c.m. de todos los 6rdenes distintos
antedichos.

2.° Segin lo que se acaba de demostrar, si n = mp®, p 1 m, entonces G
contiene algin clemento x de orden hpe. El élemento x* s entonces de orden p".

Si, ademés, G es abeliano de orden p® ... pj* =n, Sean @y, ..., ay cle-
mentos de orden, respectivamente, pf, .., 7. Entonces el producto a; ... ax
es de orden n (ejercicio 11T, 17).

24
ede definir en el conjunto End(G) una multiplicacién que es la
composicién de aplicaciones y una adicién por
(@ +F) () =a(x) + pe).
Se comprueba sin dificultad que de este modo se define una estructura
de anillo unitario.
Si G esth eng:ndrudo por a,  todo entero k se le puede asociar el endo-
morfismo_definido
ax) = kx.
Esta aplicacién es un homomorfismo del anillo Z en ¢l anillo End(G).
Es una aplicacién suprayectiva, pues si a € End(G) y si a(a) = ka, entonces,
para todo x €G, x = qa:
a(x) = ga(a) = gka = kx.
Su niicleo es manifiestamente el ideal (n). Resulta
Z/() =~ End(G).
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Los automorfismos de G aparecen como las unidades del anillo End(G),
es decir, en Z/(n) las clases de los enteros primos con . Recordemos que si @
es un automorfismo a(a) = ka debe engendrar G, lo que ocurre si k es primo
con .

Si G es mondgeno infinito el miicleo de la aplicacién se reduce a {0},
y End(G) = Z. Hay aqui solamente dos automorfismos: la aplicacién idén-
tica y a: a(x) = —x, correspondientes a las dos unidades 1y —1 de Z.

25

Para todo entero p denotemos por 7, (respectivamente, 1;) ¢l nimero
de elementos de G [resp., Z/(n)] cuyo orden es igual a p. Se tienen las rela-
ciones
[0} n= 2 1 =3 Ay
n

Sea pun divisor de n. Si 4, # 0, G contiene un elemento g de orden p.
Los p clementos del grupo ciclico (g) son soluciones de la ecuacion x7 = e y,
segiin Ia hipdtesis, no hay otras. Luego todos los elementos de G de orden p
pertenceen a (g).

En Z/(p) existe un tinico subgupo de orden p, a saber ¢l subgrupo ciclico
engendrado por la clase de —, ' & contiene todos los elementos de orden p.

Dos grupos cicios de ordia p son somorfos uego s teme, i Ay o 0:
=ity en wd.o €as0, %; < jp. La igualdad (1) implica 4, = zp y en par-
ol T =in.
Puesto g que 7/(r) contiene elementos de orden 1, lo mismo sucede para G,
por lo que G es un grupo

26

Sea n un subgrupo de orden n de G. El grupo cociente HS/H que es sub-
grupo de G/H tiene orden divisor de m. Segin el segundo teorema de isomor-
fismo se tiene HS/H ~ S/S H, lo que demuestra que cl orden de HS/H
es divisor del orden  de S. La hipdtesis hecha implica que HS/H tenga or-
den 1, es decir HS = H y S < H. Puesto que ambos subgrupos ticnen el
‘mismo orden, s deduce 5 = H.

27

Designemos por % ¢l conjunto de los divisores positivos del entero n,
y5¢a G = (a) un grupo ciclico de orden .

6 B
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Sabemos que todo subgrupo de G es ciclico y tiene un orden divisor de n.

Sea k un divisor de n. El subgrupo engendrado por a* es de orden k.
Demostremos que es el tinico. Si a7 engendra un subgrupo de orden k, sabe-
mos que estc subgrupo estd también engendrado por a”, donde d s ¢l m.c.d.
degyn

at es, pucs, de orden k, y este orden es Lumbién-:-yn que d divide a n.

Ty =@,
Asociando a cada subgrupo su orden, se define, pues, una biyeccién

entre ol conjunto de subgrupos de G y (. Sean H =(ab), H' = (@),

Se ticne, pues, d

Se tiene H < H'si y sélo si a* € (a™) lo que equivale a _%,, divisor de%
esto es, en fin: k es divisor de k',

El reticulo de los subgrupos de G es, pues, isomorfo al conjunto ) or-
denado por la relacién de divisibilidad.

Ea cuanto G ses un grupo mondgeno infaio, G — 0, todo subgrupo
caracterizarse por su generador a” con z > 0. Se tiene
@S vy iy sélo s divide a 1. Se establecs asi un somorfismo entre
el reticulo de los subgrupos y el conjunto N de los enteros > 0 ordenado en
orden opuesto al de la divisibilidad (adviértase que 1 y O son respectiva-
mente el elemento mayor y el menor).

8

La condicién es necesaria:

0 Seax . Sotine Ao ) (), legoiiion> 0l que e,
. Por

Entonces la clase £ de x en G/4 verifica r tanto, G/A es un grupo
con torsién.

) Si x¢A es de orden primo p, entonces (x) A # {e} implica
@Wna 7()‘), es decir (x) S 4, ya que () no admite subgrupos propios.

La condicién es suficiente:

Sca H un subgrupo de G, H # {e}. Sea x # ¢, x € H. Segiin a) existe
algin n> 0 tal que x" € A. Si x" # e entonces AN H # {e). Si no, x es
de orden finito. Si p es un divisor primo del orden de x, entonces existe y € (x)
de orden p. Segiin b), y € A y se tiene AN H #
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29

@) Sea N un subgrupo casidistinguido de G. Si H es un subgrupo cual-
quiera, se tienen las siguientes relaciones

(xNxt) H = xH( Hx) x = x(e Hx) Nxt = H(xNx)

que demuestra que xNo-1 es casidistinguido.
b) Obscrvemos que si Ny y N, son subgrupos casidistinguidos, entonces
NNy es un subgrupo, pues N, permuta con N, asimismo casidistinguido.

Sea N un subgrupo casidistinguido maximal y sea x ¢
En tal caso N(xNx-Y) es casidistinguido y contiene a V. e subgrupo
es distinto de G, porque si no x-1 podria escribirse

1

2 %1y x4, my € N, ny € N, de donde: x = ny~t m;~%, que contradice x ¢ N.

Se ticne, pues, N(xNx-) = N, de donde xNx € N, 0 sea, N es distinguido
en G.

30

1° Veamos que @ < @*. Sea x ¢ &. Existe i € J tal que x ¢ Gy. Enton-
ces Gy U { x } engendra G, pero Gi no engendra G, luego x ¢ 9%,

Veamos que #* < . Sea x ¢ O*. Existe una parte N de G tal que N U { x }
engendra G y N engendra un subgrupo propio de G. El conjunto de los sub-
grupos propios de G continentes de V, y que no contienen a X, 1o es, pucs,
vacio. Este conjunto s inductivo y posee un clemento maximal H. Es H sub-
grupo propio maximal de G, s & si K contiene estrictamente a H, entonces
xeK, ya que K contiene a N, y NU {x} < K implica K = G. H es, pues,
uno de'los Gy x ¢ H demuestra que x ¢ @

2° es un automorfismo de G, q:(G) es un subgrupo maximal de G,
asi como w"(G,), y, cualquiera sea j: = (Gp)]. Como g permuta
conjunto de las Gy se tiene ¢(®) — &. En  partiular, s es un automorfismo
interno vemos que ® cs dtstinguido,

Si todos los Gy son distinguidos, los grupos cocientes G/Gi no poscen
subgrupos propios, pues los Gy son maximales. Son, por consiguiente, grupos
ciclicos de orden primo, y por tanto abelianos. Para todo i, Gy contiene,
‘pues, al grupo conmutador, y lo mismo
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Si @ contiene al grupo conmutador, lo mismo sucede con cada Gi. Ahora
bien, vamos a ver que si un subgrupo H contiene al grupo conmutador C,
es distinguido.

En efecto, sean x € G y h € H. Se puede escribir:

xhoct = (chxt ) b

Este clemento esti en H, pues H contiene al conmutador xhx~t %
También se puede razonar de estc modo:

Si g es la aplicacién G - G/C, puesto que H contiene a C se tiene
= [¢(H)] = H. Abora bien p(H) s distinguido en G/C (grupo abelano),
y por tanto su imagen reciproca lo es en G.

3t

La relacién xAx~1 = A se escribe también 4 = x~ Ax, que prucba que
x1eNsixeN.Sixeyestinen N, se tiene:

() AQo)™ = x(pdy ) 7! = xAxt =
N e, efectivamente, subgrupo de G. S¢ tiene K < Ny se ve, lo mismo, que K

es un subgrupo de G. Demostremos que K es dxsung\ndo en N;sixeN,
yed, paratodoaed es

(xpx ) aleyx )yt = xp(rt ax) y ot
(1 ax) x°}, puesto que xax et
=a
Si A s un subgrupo de G es evidente que es distinguido en . Si 4 es

distinguido en un subgrupo H se tiene, para todo x & H, xAx~ = 4, os decir,
xeNy HE N. Por tanto, N es el mayor subgrupo en el que A es distinguido.

R

Denotemos con @z al automorfismo interno definido por x € G. Si p es
un automorfismo de G se tiene

(@oaz09™) (@) =(@oa) [y~ @) = glxy™ (@)
= g(x) alp()I ™
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Se deduce,

00Uz 0 g = oy

que demuestra que A s distinguido en .

‘Supongamos que ¢l centro de G se reduce a { e }, y sea p un clemento del

centralizador de A. Se tiene pues, cualquiera sea x € G,
poaogl=a

es decir: dyn = .

Cualquiera sea y € G, la relacién

70 YpIIT = xpxt

demuestra que x-* ¢(x) pertenece al centro de G y, a consecuencia de la hipé-
tesis hecha, ¢(x) = x.

 es, pues, la aplic
clemento neutro de 0.

acion idéntica, y e centralizador de 4 se reduce al

3

La aplicacion > 74 ¢s un isomorfismo de G sobre T, pues se cumple
Ia relacién

Va0 7D

1° La inclusién @ € 2 resulta de la igualdad
o 9070 ¢ =pa, donde g cO.

Puesto que I"es isomorfo a G todo automorfismo de I"es dela forma ya = ye(a,
donde ¢ €. Basta aplicar la férmula (1).

2° Si o pertencee al centralizador de I' en S(G), debe tenerse, para
todo a€G

G0ye=7a00.
Asi resulta

(00 7) () = o(ae) = 0(a) = (ya 0 0) (¢) = acfe).
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Si 8, designa la traslacién a la derecha definida por b € G, se tiene en
consecuencia

L)
¥ por tanto s €.
Reciprocamente, si 8 €4, entonces,
3 07a =7a© .
A es, pues, el centralizador de I en S(G).

Resulta que I" y 4 son permutables.
Como I"es también el centralizador de 4, 4  I'es el centro de I'y de .

3° Designemos por aq €l automorfismo interno definido por a € G.

La igualdad
85070 =7ap 0 @yt
demuestra la inclusién
Ar< A
Las igualdades pedidas resultan entonces de las relaciones
a0 ¥p = Yaba™* © Ga = Ja=y © Vab-
Sea o €. La aplicacién
Yarwoyoot
es un automorfismo de 7, luego se tiene, por lo 1.9:
woyoai=poyop?, donde ged.

Resulta que ¢~} o @ pertencce al centralizador de I', que es 4. Se tiene
pues,

e®A < PAT =DAT =0T,
Qcar.

o verifia s igaldad, puesto que @y I'estin contenidos en 2. Se tiene tam-
— I'D puesto que " es un grupo (y porque I es distinguido cn £).
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Ademés @ I se reduce a {&}, pues una traslacién a la izquierda no
es un isomorfismo més que cuando viene definida por e.

El grupo 2 puede considerarse como una extensién de G, puesto que
contiene a I isomorfo a G. Todo automorfismo de G pucde entonces consi-
derarse como la restriccion 2 G de un automorfismo interno de 9. Se dice
que 2 es la holomorfia de G.

M

1.° K, que es el centralizador de H en G, es un subgrupo de G (cjer-
eicio 11, 31). Demostremos que K es distinguido en G. Sean x€ K, g€ G,
he H. Puesto que H es distinguido, g1 hg pertenece a H y se puede escribir

(g7 hg) = (g7 hg) x,
de donde resulta
(gxg™*) h = h(gxg™).

El producto HK de dos subgrupos distinguidos es entonces un subgrupo
distinguido.

Se ban visto ya (cjercicio I, 32) que el grupo de los automorfismos
internos de un grupo H es un subgrupo distinguido del grupo de los auto-
‘morfismos de H.

Se puede razonar més brevemente como sigue.

Para todo 2 € G, denotemos a, €l automorfismo interno de G definido
por 2. Puesto que H es distinguido se tiene a,(H) = H, y la restriccion a,/H
de ay a H pertenece a A. Se define un homomorfismo ¢ de G en A por

#(g) = ag/H.

El nicleo de g es el conjunto de los g € G tales que a,/H = idy, es decir
ghg™ = h, Vhe H. El nicleo de g es, pues, K, lo que vuclve a demostrar
que K es distinguido en G.

Es evidente que @(H) es igual a N. Siendo N distinguido en G lo es en
#(G) y el segundo teorema de isomorfismo nos dice que p(G)/N y Glg™ (N)
son isomorfos. Ahora bien, s tiene

77t (V) = g7 [p(H)] = HK.
Por tanto, G/HK es isomorfo a ¢(G)/N que es un subgrupo de A/N.
2° Sea ¢’ la restriccién de p a HK. Se tiene,

@'(HK) = g(HK) = N.
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El nicleo de ¢’ coincide con el de ¢ puesto que HK 2 K.
Entonces ¢l teorema de homomorfismo afirma
HKJK = N.

He aqui otra demostracion:
Si Z(H) es el centro de H, sabemos que se tiene el isomorfismo
H|Z(H) = N.
Ahora, aqui cs Z(H) = H K y el segundo teorema de isomorfismo
nos permite escribir
HIH A K = HKJK.
3° Puesto que Z(H)={e}, se tiene Hn K= {e}. Ademis, 4 es

igual a N, y G/HK se reduce a la clase unidad; cs decir, G = KH. Por tanto,
G es producto dirccto de H y de K.

s
1° a) La verificacién es inmediata.

) Designemos por x la clase de x € G en G/H. La expresion x" e H'
cquivale a ¥ = &. Resulta que H es aislado i y s6lo si G/H es sin torsién.

2° @) Si G es un Rgrupo la relacién x =
Iucgo G es sin torsion.
Si G es un grupo abeliano sin torsién la relacién x" — 7 se escribe

Xy =Gy

de donde resulta xy~t =, 0 sea x =, luego G es un Regrupo.
) Sea C(M) ol centralizador de M < G. Si x"e C(M) Ia igualdad
yx«y—x x" para todo V y € M, se cscribe (yxy)" = x7, de donde resulta
lemuestra_que x pertencce a C(M). Por tanto, C(M) es un

Subgrupo aidado. En partieuar, & sy 43 & 2 C(6) es un subgrupo
aislado.

=e" implica x =,

relacion xk yn = yn xk Amp]lc: xe c(;ﬂ). equivalente a y" e C(x).
Por consiguiente y € C(x), es decir x)
©)Si G es un Regrupo, lo es asimismo todo subgrupo de G. Tndicaremos
con ¥ la clase de x€G en G/Z. La igualdad n = " implica " = zy", donde
z€Z. Res
Xy = zpnHl = yzpn = yxn
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Por 2.° b) se tiene entonces xy = y. La igualdad £ = 7" se escribe:
(xy-i) € Z de donde xy~) € Z, puesto que Zes aislado, y finalmente, £ = 5.
Por tanto, G/Z es un Rgruy

Reciprocamente, si Z y G/Z son R-grupos, I igualdad x1 =y implica

= 57, luego % = 5, esto es, y = zx, donde z & Z. Por consiguiente " =2" x%,
o donde ¢, luego z =, puesto que Z es sin torsién. Se tienc, pues,
x =y, lo que demuestra que G es un R-grupo.

36

1° Al ser 4 distinguido en G, Ia restriccién b a A del automorfismo
interno de G definido por & € B, s un automorfismo de 4, y se tiene
b(@) = babt
de donde
ba = Ba)b.
La aplicacién ¢: b — g(b) = b es un homomorfismo.

Todo g € G se escribe de modo tinico g = ab, a € 4, b € B, pues si ab =
= a't', se deduce

bblednB,

de donde a = a’ y b =b'. Se puede entonces definir una aplicacién f de G
en B por

ab, f(g)

Esta aplicacién f es suprayectiva, pues b =f(b). Si g =ab, g =a'b', en-
tonces,

g¢' =aba'b' = ab(a)bb’ demuestra que f(gg) = bb' =/ (&) f(g)-
El nicleo de f es 4, y se tiene l isomorfismo G/4 = B.
2 Se verifica ficilmente lo asociatividad de la ley. Designando por el
‘mismo simbolo e los elementos neutros de A y B, el clemento neutro para la
ley dada es (e, ¢). El elemento inverso de (, b) es [5~ (a~), &%), Pongamos

®

{@esacd}, B ={(ebh;beB}.

El lector puede comprobar que €l grupo A X B es ¢l producto semidirecto
dedyB
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3.° El grupo simétrico S es producto semidirecto del grupo alternado
Ay, grupo ciclico de orden 3 engendrado por la permutacidn circular (123)
¥ de un grupo ciclico de orden 2 engendrado por una trasposicion.

3

Sea K, un subgrupo distinguido minimal de N (mlnimal en el conjunto
de los subgrupos # { e} distinguidos de N) y sean K, ,los distintos
conjugados de K, por los automorfismos internos de G. Puesto que N cs
distinguido en G, un automorfismo interno de G induce un automorfismo
sobre N. Los Kq son, pues, subgrupos distinguidos minimales de N. Los Ki
engendran un subgrupo de N, estable para los automorfismos internos de G,
y por tanto igual a N, puesto que N es minimal en el conjunto de los sub-
grupos distinguidos de

Se puede suponer, suprimiendo si es necesario algunos Ki, que para
todo i

K

Ky Ky Kigy o K

es diferente de N, es decir, K; ¢ K/. En tal caso Ki Kj, que es un subgrupo
distinguido de N, contenido en K, es igual a {e}. Por tanto, N es el producto
directo de los Ki.

Queda por demostrar, por jemplo, que K, es simple. Si H es un sub-
grupo distinguido en K,, demostremos que lo es también en N. Puesto que
N= K, % Ki todo x &V se escribe: x — 5 X % € K, X € Ky y s tine

xHx = x, %) Heixit = H
pues x, conmuta con todo elemento de K, siendo el producto directo, Tene-
mos, pues H ={e} 6 H=K,, y K es un grupo simple.

38

S:a ~€ 0. Denotemos con ||

su clase modulo Z. s.{ Ies irreducible,

5> 0, " es de orden 5. Se puede suponer 0 < r <, pues| | =|"[sir'es
¥ 3170

¢l resto de la divisién de r por s. Los clementos de U, pueden, pues, escribirse
f

7], donde (r, ) =1y 0 < r < p*. Pongamos ay = %
7Y P
grupo de orden p*, a saber, Vi = Zay. Sik <K',

=p*ae, y Vi<V

; cngendra un sub-
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Ademés ¥ es el conjunto de clementos de U, de orden p¥, k' < k, pues
;
L) = rppre gy,
fi] =

Sia € U es e orden p¥, entonces  engendra ¥, pues Za tiene p* clementos
y esté contenido en V.
10 Seaa [ﬁ,(r.p): L,y s¢a n =gl (', p) = 1. Los clementos

= 7} engendran cada uno ¥} Existe, pues, m € Z tal que @ =

yu pPlaxiy
m(n’ plag o). Poniendo f = mag se tiene efectivamente « = nf.

2.° Sea H un subgrupo e Uj. Si, cualquiera sea k, H contienc un cle-
mento de orden p¥, K > k, entonces H contiene a Vi, y por tanto a Vi,
para todo k. Por consiguiente:

H=U Vi=U,
K30

Si no, existe k tal que todo clemento de H sea e orden menor o igual
a.pk, es decir, H € V. Si k se ha elegido minimo, H contienc un elemento de
orden pk, y entonces H = Vi

Los l\lngupnx de H forman una cadena:

Vo={0}c he K< - oC Vs v ec Up

3.2 Sea a; un generador de G,. Supongamos que existen clementos a,,

v @, que engendran respectivamente Gy, Gy, .., G, ¥ tales que a; = patyy,
1 <7 <k—1; demostremos que existe un generador gty de Gy tal que
= pagis.
La aplicacin ¢ de Guuy en Guy definida por ¢(x) =px es un homo-
morfismo, cuyo nicleo s ¢l conjunto de clementos de Gy, de orden p y ¢l
cero. Ahora, por ser Gy, ciclico no posee mis que un subgrupo de un orden
dado; G, es de orden p: contiene, pues, a todos los clementos de orden p.
Luego ¢(Gis) €5 isomorfo a Gyiy/Gy, que es de orden pk. Se tieac, pues,
#(Gern) = G, pues Gy es el tmico subgrupo de orden . Existe entonces
Gy € Gy tal Qo

By = Plrsyy
¥ Gy, €5 de orden pA¥; este elemento engendra Gy,

De este modo se construye por recurrencia la sucesin (aso pedida.
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Sea x€G = U G- Si x = gap = ray, n > m, entonces,
0
9P @y = ray

» p* divide a gp™m — . En consecuencia

@™ —r)an=0. de donde gap = ra
Esto permite definir una aplicacién / de G en U por
S@=ray s x=racG.

1 es inyectiva, pues ra, =0 implica p*| r, de donde ray =0.

f s suprayectiva, pues a =| L = f(rap).
f es un homomorfismo pues si ¥, y € G, existe n tal que x, y € Gy,
x=ran y=sa
¥ se tiene inmediatamente

S+ 3) =+ ) an = rin + st = () + £ 0)-

Seaa=

i]s U si
s

factores primos, pongamos ¢; Los g; son primos entre si en su con-

3
junto. Existen pues (dentidad de Bezout), enteros u tales que
1=13 ugi
=1
Por consiguiente,

a=

r_a o r1

—|= Em,[—l. y m[
=&l

Para demostrar Ia unicidad es sufiiente, por linealidad, demostrar que
O=an +.tany aneUn

implica ap
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Esa igualdad se cscribe también

== g+ o g,

Si ay, es de orden pl, se deduce ple -+ phvay,
El orden plt de ay, es por tanto divisor de p}* ...pc
¥ ap, =0. Se demuestra lo mismo ay, =0, Vi,

e puede entonces defn una aplicacién / de U en 11 Uy. St a = 3 ay
pep =
ap, € U, pongamos

Io quo implica #, =0

=gy si p=pi
= dond
SO = donte {770 S P2R

Esto es manifiestamente un isomorfismo de U sobre el subgrupo de
11 U, formado por las sucesiones (yp)pep tales que y, =0 salvo para un

pe
niimero finito de p € P.

1° a) Es inmed (a) es el conjunto de el 2 ay(a")... ayla™),
donde los a; son automorfismos internos y 1 € Z.

5) [4, B] es distinguido en G, pucs ¢l conjunto de conmutadores
aba b1 es estable para los automorfismos internos de G. Ademés

(aba™) b = a(bab™)
cst en 4 N B, pues A y B son distinguidos. Se tiene, pues, [4, B] < An B.
Sefialemos que [4, B] = [B, 4], pues
bab at = (aba b,
Ademés, A € A implica [4, B] € [, B]. Por consiguiente

Ui BIS (4 4y Bli=1,2, dedonde [y, B] 4 BI € [y 4y Bl
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Sea x = 4,y bay a1 b1 un conmutador de [4, 4, B. Se puede escribir
= { @@y bas™) a (@ bay)? ) {aybag™ b7t Je 4y, B) [y, B,

y finalmente

{4y, B) [ 4z, B] = [4, 4, B].

4) La condicién es evidentemente suficiente. Demostremos que es
sty Py ello, que si se tienen dos sg d, A y B, tales que [4, B < P,

P, , entonces P 10 es primo. Sean a€ A, a¢ P, beB, b¢ P.
Eoonces [(a), (®)]< [4, 5] P,y P no es primo.

Pongamos

ClAyy o A2

=[Oy o An-y)s A)y ClAy, Ag) = [y, Ag).

Se tiene
ClAy s A) € A0 .0 Ay (por recurrencia).

Si 4N ... Ay < P, entonces: A, < P, C(A,. vy Any) € P. Se prueba
asi, por recurrencia, que existe i con A; S
b) Sea Pprimo, M = G — P. Sim, € M, my € M, entonces [(m,), (mp)] <
S Fi e, pues mie (mi, 1=1, 2 tales que o, ) ¢ P Luego 4
es un msist
unsgdualq i G — P sea un m-sistema. Veamos que a ¢ P, b ¢ P,
implica [(@), (b))  P. En efecto, existen @’ € (a), b € (b) tales que

@, b1 ¢ P.
Luego, P es primo.

3° a) En efecto, la familia de los mr-sistemas que contienen a M y son
disjuntos con A es Urinductiva, lo que es e verificacién inmediata.

b) La familia de los sgd que contienen a A y son disjuntos con M es
inductiva. Sea P* un elemento maximal de esta familia. Demostremos que P*
es primo. Sean x ¢ y € G — P*. P*(x) y P*(y) contienen estrictamente a P*,
Tuego se cortan con M (esto es, dan interseccién no vacia, o tienen elementos
comune). Exsten 1y < Poe) o M y my & P°9) s M. Tomsemos i € (m),
i=1,2, tales que [m], mg] € M. Se tie

[mi, m) € [P*(), P*G)],  luego  [P*(x), P*0)] € P*.
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Por consiguiente [(x), ()] S P*, pues
[P*(), P*O)] = [P*, P4TLP*, (] [P*, OD[G9), O

mediante Ia formula de 1.° ), y los tres primeros corchetes estin conteni-
dos en

) Sea P una parte que contiene a A y tal que G — P = M sca un m-sis-
tema maximal disjunto con A. Sea P* un sgd maximal conteniendo a A
y disjunto con M. Se ha visto que P* es primo, luego G — P* es un mi-sistema;
ahora bien, G — P* contiene a M y es disjunto con A. Se tiene, pues, M = G —
— P*, de donde P* =P, y P s primo.

Reciprocamente, sea P un sg d minimal conteniendo a 4. M = G— P
e5 un msistema. Sea M’ un msistema conteniendo a M y disjunto con A.

Segin 4) existe un sg d primo P’ que contiene a 4 y ¢ disjunto con M.
Se tiene entonces

PSG—MSG—M=P.

Por consiguiente P/ = P, luego M’ =M y M es maximal.

4° Puesto que existe siempre un m-sistema disjunto.con 4, a saber 2,
todo ideal A esté contenido cn un sgd primo minimal, Ademés todo sgd
primo P conteniendo a A contiene un sg d primo minimal conteniendo a A
(puesto que G — P s un m-sistema). Por consiguiente 7(4) es la interseccién
de los sg d primos minimales que contienen a 4.

Manifistamente 4 < B implica r(d) € #(B). Por tanto se tiene,

(4, B) € (A 0\ B) € r(4) N r(B).
Para un sgd primo P tendremos:
P2UBj=P24 o P2B,

de donde:

r(4,B)= N P (np)n( n P) () " r(B).
PaA \ras Pan
rip
Sean a €r(4) y M un m-sistema que contienc a a. Si M A = & existe,
seginlo 3., unsgdpnmol’ccnumdocnﬂ M, ya¢ P, 1o que es absurdo.
Se tiene, pues, M

Sia cumple la condlclén, entonces, para todo sg d primo P se tienc a € P;
si o, G — P seria un m-sistema conteniendo a a y disjunto con 4.






CAPITULO IV

Grupos (complementos)

Enunciados

1

Sea G un grupo finito. Demostrar que el ntmero de conjugados distintos
de un subgrupo H de G es igual al indice en G del normalizador de H.
Deducit que si H # G, entonces G # U xH.

Demostrar que el nimero de p subgrupos de Sylow de G es divisor del
orden de G.

2

Sean G un grupo de orden p7, H un subgrupo distinguido de G. Demos-
trar que si H 1o se reduce a { e ), entonces H contiene un elemento # e del
centro de G. (Hacer operar a G sobre H por los automorfismos internos.)

3

Sean G un grupo, H un subgrupo propio de G, § el conjunto de clases
a la izquierda de G segin H. Se considera que G opera sobre S por trasla-
ciones a la izquierda. Demostrar que se define asi un homomorfismo de G
en el grupo de biyecciones de S, cuyo niicleo es el mayor subgrupo de H dis-
tingeil e G
cir gue s G e un grupo finito cuyo orden no e divcr de (1),
cntonees H contien un subgrupo propie dtnguido en

4

H un subgrupo distinguido en un grupo G contenido en ¢l centro
de G. Demostrar que, si G/H es ciclico, G es abeliano. Deducir que si G es
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‘un grupo no abeliano de orden p* (p primo), entonces el indice del centro de G
es al menos divisible por p*. Qué se puede decir de los grupos de orden p*?

5

Demostrar que ¢l centro Z de un grupo de orden p* no puede ser de
orden p. (Témese en cuenta el normalizador de a ¢ Z)
Deduci que un grupo de orden p* es abeliano.

6

Sea G un grupo de orden mp’ (p primo, p  m). Consideremos un sub-
grupo H de orden p*, a < r, y su normalizador N. H opera por automorfismos
internos sobre el conjunto I de sus conjugados. Contando de dos maneras
¢l nimero de =l=m=nlos de Y, demostrar que la hipétesis N = H conduce
a una contradicci

Deducir que todo subgrupo de orden p™ de un grupo de orden 7’ es
distinguido.

Demostrar que todo grupo de orden p* que no sea ciclico, es producto
directo de dos subgrupos de orden p, y, por tanto, es abeliano.

7

1> Un grupo finito G se dice p-primario si todo elemento de G tiene
‘por orden una potencia el nimero primo p. Demostrar que €l orden de G
es una potencia de p. Demostrar que todo subgrupo distinguido de orden p
esta contenido en el centro.

2° Sea G un grupo de orden m = g, (p4n).

) Sea K un subgrupo de G. Demn trar que los conjuntos de la forma
KgK distintos, g € G, forman una particién de G, y que KgK es una union
de clases a la izquierda de G por K. Sea M(ng) Al niouco do cises  la ks
quierda contenidas en KgK. Demostrar que u(KgK) es igual al indice de
(8Kg™) 1 K en K. Demostrar que u(KgK) = 1 s y sdlo si g pertenece al nor-
‘malizador N de K.

Se supone que el orden de K es pf, i < r. Demostrar que el orden de N/K
es divisible por p.

5) Sea G un grupo de orden 7. Demostrar que todo subgrupo de orden
i, 1 <r, es distinguido en un subgrupo e orden pi*%, y que todo subgrupo
de orden p™ es distinguido en G.
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ea G un grupo finito; si x € G es de orden mn con m y n primos
entre si, demostrar que existen dos potencias de x, sean y y z, de érdencs
respectivos m y n, tales que x = yz = zy. Deducir que G es el producto de
sus subgrupos de Sylow.

2° Sea P un subgrupo de Sylow de H'y sea N su normalizador. Demos-
trar que N es su propio normalizador.

32 Sea G un grupo finito en el que todo subgrupo propio sea distinto
de su normalizador. Demostrar que G es el producto directo de sus subgrupos
de Sylow.

9
Se llama grupo hiperciclico un grupo finito en el que todos los subgru-
pos de Sylow son ciclicos. Sea G un grupo hiperciclico.

1.° Demostrar las siguientes propiedad
Todo subgrupo de G es hiperciclico. Si G es abeliano, entonces es ciclico.
Dos subgrupos de G de orden p? (p primo) son conjugados.

2° Sean N un subgrupo distinguido de G, H un subgrupo cualquiera.
Demostrar que el orden de N H es el m.c.d. de los Srdenes de Ny H, y que
el orden de NH es su mem.

3 Demostrar que todo subgrupo distinguido N de G es estable para
los automorfismos de G.

10

Sean G un grupo finito, p un nimero primo, S un p-subgrupo de Sylow
de G, N un subgrupo distinguido de G.

1.° Demostrar que N § es un p-subgrupo e Sylow de N y que NS/N'
es un p-subgrupo de Sylow de G/N.

z ° Sea 9((S) el normalizador de S en G.
mostrar que {(S)N/N es el normalizador de NS/N en G/N, y que
€ (S) estd contenido en (S N ), normalizador de S N en G.
e tiene el isomorfismo

G__9SaN)

NTNAWSAN
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1

Sea G un grupo finito y sea p un nimero primo divisor el orden de G.

1.° Demostrar que la familia de los p-subgrupos distinguidos de G
tiene un elemento méximo D que es la interseccion de los p-subgrupos de
Sylow de G. (Se llama p-subgrupo un subgrupo cuyo orden es una poten-
cia de p)

2.° Se supone que los p-subgrupos de Sylow de G son abelianos. Nos
ropenerios dsmouar e 1} on o e lo,excts un congad £° ds
e P P* = D. Para ello se razonard por recurrencia sobre el orden

i G, distinguiendo dos casos:

@) Si D # {e}, aplicar la hipdtesis de recurrencia a G/D.
b) SiD = {e}, demostrar que existen conjugados P, .., P, de P tales que
PAPn.P={e}, ysi r>1, PARN.AP,=T#{e}

el grupo engendrado por P, P .., Pry. Demostrar que T es la
interseccion de los p-subgrupos de Sylow de H y que H # G. Aplicando
a Hla hipétesis de recurrencia, demostrar que existe un p-subgrupo de Sylow
R de H, que contiene a H Py, y existe un conjugado R* de R tales que
RO R* =T. Demostrar que R*\ P, = (e} y deducir que G satisface la
propiedad y deducir que en G se cumple la propiedad enunciada.

12

Sean G un grupo, M un sistema generador de G. Sea N el subgrupo
tinguido de G engendrado por los conmutadores mmym;~t myt, my € M.
Demostrar que N s el grupo conmutador de G.

B

Sea G el grupo engendrado por dos elementos a y b ligados por las rela-
ciones de definicién:

#=

Demostrar que G consta a lo mis de ocho elementos.
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Sea G' ¢l subgrupo de S, engendrado por

@ =(1239(678), H=(1537(2846)

Demostrar que ' o iomorto 8 G.

(Cuiles son los subgrupos

pt)

Sea G un grupo de orden pg, donde p y g son primos, p> 4.

Demostrar que G tiene un subgrupo distinguido de orden p. Si ¢ no es
divisor de p— 1, G tiene un subgrupo distinguido de orden g y €s un grupo
ciclico. (Tener presente el ejercicio IV, 1) Dar un ejemplo de grupo 1o abe-
liano de orden pg. Demostrar que todo grupo abeliano de orden pg es ciclico.

15

1. n grupo no abeliano de orden pg, p y ¢ primos, p> g.
(Tener pnunle el ejercicio IV, 14.)

Demostrar que G esté engendrado por dos elementos a y b satisfaciendo

w=e M=e

babt =a', M=1(), r#1(), alp—

2° Reciprocamente, sea G el grupo engendrado por a y b ligados por
as relaciones de definicion precedentes.

Demostrar que todo clemento de G se escribe
F, 0<x<p, 0<y<q.

el grupo formado por los pares (x,y), 0 <x <p, 0 <y <g,
con la siguiente ley de composicion

) (ry) = {(x+r"x'.y+y’) sioy+y<g

Ctrxy+y—q s oy+y>q
donde Ia primera coordenada del scgundo miembro es una suma médulo p.

Demostrar que I' es isomorfo a G. Por consiguiente G tiene pg elementos.
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16

Sea G un grupo abeliano denotado aditivamente. Se supone que G es
suma directa de grupos mondgenos infinitos. Demostrar que G €5 un grupo
abeliano libre.

17

Dar un ejemplo de grupo abeliano sin torsién que no sea libre.

18

1.° Encontrar todas las bases del grupo abeliano libre Z2.
2. Sea G el grupo abeliano engendrado por dos clementos a y b liga-
dos por 1- relacién de definicién

ma=nb  (notacién aditiva).

Se sabe que G es isomorfo a un grupo cociente e Z2. Repitiendo sobre este
ejemplo la demostracién del teorema de estructura de grupos abelianos de
ipo finito (texto, II, 6) demostrar que G es suma directa de un grupo mond-
geno infinito y de un grupo ciclico.

1

Sea G un grupo abeliano de tipo finito sin torsién, con notacién aditiv
Se considera una parte libre maximal Z de G y el subgrupo H engendrado
por L. H es un grupo abeliano libre. Demostrar que existe un entero 7 tal
que, cualquiera sea x € G, se tiene nx € H. Deducir que G es isomorfo a un
subgrupo de H y que G es un grupo abeliano libre.

(Es necesariamente G = H?

Demostrar directamente que G es un grupo abeliano libre mediante los
teoremas relativos a los grupos abelianos de tipo finito.

2

Designamos con D(G) el grupo engendrado por los conmutadores de
un grupo G, al que se llama también grupo derivado de G. Se define por recu-
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rrencia ¢l k-ésimo grupo derivado de G, designado D¥(G), como igual a
D(D*(G).

1. Demostrar que DX(G) es un subgrupo de G estable para los endo-
morfismos de G.

Deducir que si H es un subgrupo de G, DX(H) < DX(G). Si H es distin-
guido se tiene

DHG|H) = (HDX(G))/H.

2.° Un grupo G se dice resoluble si tiene una su
grupos cociente sean abelianos.
Demostrar que G es resoluble si y sdlo si existe un entero k tal que

DG) = {e}.

Sea H un subgrupo distinguido de G. Demostrar que G es resoluble
siy slo si Hy G/H lo son.

normal cuyos

3° Demostrar que todo grupo de orden p*, p primo, es resoluble. (Ra-
zonar por recurrencia sobre el orden de G, tomando en cuenta el centro.)

21

1.° Se llama sucesidn distinguida de un grupo G a una sucesion decre-
ciente, Gy =G > Gy > ... > Gy = { e} de subgrupos distinguidos de G. Una
sucesidn distinguida es principal si Gy, es maximal en el conjunto de sub-
grupos distinguidos de G contenidos estrictamente en Gi.

Demostrar que estas sucesiones tienen propiedades anlogas a las cnun-
ciadas en los teoremas de Schreier y Jordan Holder.

2° Sea G un grupo finito resoluble (ejercicio IV, 20). Dar la estructura
de los grupos cocientes de una sucesion de composicién de G y de una suce-
sién principal de G. (Utilizar el ejercicio 111, 37.)

2

* Sea G un grupo finito resoluble (cjercicios IV, 20 y IV, 21), de orden
N =np,a> 0, p primo, p 1 n. Se pretende demostrar que G posce al menos
un subgrupo cuyo indice es una potencia de p (distinta de 1). Para esto se
razonark por recurrencia sobre N, distinguiendo dos casos:

a) Si existe un subgrupo distinguido H # {e} de G tal que p sea divi-
sor del orden de G/H, se aplicaré a G/H la hipétesis de recurrencia.
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B) Sino existe un tal subgrupo, demostrar que G posee un subgrupo dis-
tinguido minimo H diferente de { e }. (Cuil es su orden? Sea un subgrupo
distinguido minimal N/H de G/H. Demostrar que su orden es ¢, donde g
&5 un nimero primo, g # p. Se designa por C un g-subgrupo de Sylow de N.
Demostrar que CH = N, Cn H = {e}. Deducir que si K es cl normalizador
de Cen G se tiene KH = G, y que el indice de K es una potencia de p.

2.° Deducir que un grupo resoluble de orden mn, con m y n primos
entre s, tiene al menos un subgrupo de orden 7.

23

n grupo G se dice completamente reducible si es producto directo de
una familia { Gi }ie 1 de subgrupos distinguidos simples.

1.2 Sea H un subgrupo distinguido e un grupo G completamente redu-
cible. Demostrar que H e factor directo de G (es decir, que existe un subgrupo
H' tal, que G es producto directo de H y H'). Para esto se puede considerar
el conjunto de partes J de I tales, que la interseccion de H y del subgrupo
engendrado por la familia { G }.E, se reduce al elemento neutro; se demos-
trard que esta familia es induct

Deduse que H o completamente roducibl.

2.° Sea G un grupo producto directo de dos familias finitas de sub-
grupos simples { Gi} rer, { Hy hie 1. Demostrar que 'y L tienen el mismo
nimero de elementos y que los grupos Gy y H, son isomorfos dos a dos.

ur

grupo abeliano G se dice inyectivo si, cualquiera que sea el grupo
sl H, todo homomorfismo de un subgrupo N de H en G se prolonga
en un homomorfismo de H en G.
Todos los grupos que vamos a considerar en lo sucesivo, serén abelianos
¥ con notacién aditiva.
a) Demostrar que si G es inyectivo, para todo entero 7> 0 y todo
4G, existe beG tal que a=nb.

b) Reciprocamente, supongamos que G verifica csta condicion. Sean N
un subgrupo de un grupo A, f un homomorfismo de N en G. Sea I ¢l con-
junto de pares (V;, /), donde N es un subgrupo de H que contiene a N y fi
s un homomorfismo de N; en G que prolonga f. Se ordena 9{ por

WNof) <(Nif) <> Ni < Ny 'y f; prolonga fi.
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Demostrar que 9 admite un elemento maximal. Deducir que G es in-
yectivo.
) Sea G un subgrupo inyectivo de un grupo H. Demostrar que existe
un subgrupo G' de H tal que H sea suma directa de G y G'.
2° Sea G un grupo inyectivo. Si x, € G tiene por orden una potencia
de un nimero primo p, se define por recurrencia una sucesion (x;) de elemen-

X =pxipy,  para todo entero k > 0.

Demostrar que el subgrupo de G engendrado por la sucesion (xy) es
isomorfo al grupo U, estudiado en el ejercicio II1, 38.

3.° Un grupo abeliano se dice indescomponible si no es suma directa
de dos subgrupos propios.

Demostrar que un grupo inyectivo indescomponible es isomorfo, sea
a0, seaa un grupo Up.

4.° Demostrar que todo grupo inyectivo es suma directa de subgrupos
inyectivos ¢ indescomponibles. (Aplicar el axioma de Zorn a las familias de
subgrupos inyectivos indescomponibles cuya suma es directa.)

25

Encontrar todos los grupos abelianos de orden 8. Enumerar todos los
elementos de orden 2 en cada uno de estos grupos.

2%

Sea G un grupo abeliano de orden p™. Se supone que G es suma directa
de 1 grupos ciclicos. Demostrar que el subgrupo H de G constituido por 0
y los elementos de orden p, tiene por orden pl. ;Cudl es su descomposicién
en suma directa de grupos ciclicos?

o
Ditemos que un grupo G es un grupo monégeno generalizado si dos
elementos cualesquiera de G engendran un subgrupo monégeno.

1. Demostrar que si G es mondgeno generalizado, entonces el reticulo
7(G) de sus subgrupos es distributivo.
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2° Suponemos que el reticulo T(G) de los subgrupos de G es distri-
butivo. Siendo a y b dos elementos de G, consideremos los subgrupos moné-
genos engendrados por a, por b y por ab. Sean, 4 = (a), B = (b), C = (ab).

) Demostrar que AnCy BN C estin engendrados por elementos
ar y b, respectivamente, que conmutan.

) Demostrar que existen enteros m y n tales que a1 = pi-ns,
¢) Deducir que a conmuta con b, y también con b.

d) Sea H ¢l grupo engendrado por ay b. H es abeliano y de tipo finito.
Por consiguiente se descompone en producto directo de subgrupos moné-
genos infinitos, 0 p-primarios (p primo). Demostrar que no pueden existir
dos componentes de orden infinito, ni dos componentes p-primarias (con
¢l mismo nimero primo p). (Razénese por reduccién al absurdo, estable-
ciendo que en cada caso resulta que T(H) no es distributivo.) Demostrar
que no pueden existi a la vez un componente de orden infinito y otro finito.
Deducir que H s mondgeno.

28
Sea G ¢l grupo libre engendrado por M. Todo x € G se escribe
x :‘ﬁ‘mi“, donde meM, kieZ.
Dado a €M se denota por dy(x) el nimero entero
w =3 ke
1.° Se considera la relacién R definida en G por
xRy < dix) = di0) (),
donde # es un entero dado.
Dembslrnr que R es una equivalencia regular en G. Sean E la clase uni-

el gropo cogendendo por M— {a}. Demostrar que G'< E. jPuede
G’ distinguido en G? ¢De qué naturaleza es el grupo cociente:
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2° Sea g una aplicacién de M en Z. Consideremos la relacién S defi-
nida en G por

xSy <= { Va e M, d(x) = ) (@) }.

Demostrar que S es una equivalencia regular. {De qué naturaleza es
el grupo cociente G/S? ;En qué caso este grupo es finito, o de tipo finito, 0 abe-
liano libre?



Soluciones

1

‘Haremos operar a G sobre el conjunto 9 de los conjugados de H por los
automorfismos internos. Si H; es un conjugado de H, pondremos, para g € G:

g*Hi=gHig?.

G opera transitivamente sobre 9¢. El nimero de elementos de % es,
pues, el indice en G del estabilizador de H (texto: II, 6. Espacios homogéneos).
Ahora bien, el estabilizador de H es aqui su normalizador

N={x; xHx'=H}.

Supongamos que H no es distinguido en G.
Si se tuviese G = U Hi, puesto que los Hy son isomorfos a H, y tienen

Hie
por lo menos un elemento comiin, debera tenerse

0(G) < O(H)i(N) < O(H) i(H) = 0(G),
To que es absurdo.
Si H es distinguido en G, entonces

U Hi=H.
meot
Se deduce igualmente del resultado anterior, y de los teoremas de Sylow,
que ¢l nimero de p-subgrupos de Sylow es el indice del normalizador de uno
de ellos, luego es divisor del orden de G.

Sea Z el centro de G.

G opera sobre H por los automorfismos internos. Consideremos las cla-
ses de transitividad. Una clase se reduce a un clemento si y s6lo i este ele-
mento pertenece a 1 Z, si no, su cardinal es una potencia de p superior a 1.
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Se tiene pues,
oH)=0HNZ) + 3t
que demuestra que p divide a O(H N Z) y, por o tanto, HNZ # {e}.
Esta demostracién es andloga a la que establece que Z es mayor que {e}
(texto: 11, 6. Aplicacién 1).
3

Designemos por "¢l grupo de biyecciones de S. Se define una aplica-
cién ¢ de G en I" asociando a x € G la traslacién a la izquierda y; de S:

ys{aH) = xaH.
Se comprueba ficilmente
7207y =Vm
@ es, pues, un homomorfismo de G en I'.
El nicleo N de g es distinguido en G;
N ={x; xaH =aH, VaeG}.

La relacién xaH

H se puede escribir
XaHa) = aHa™
¥ equivale a x € aHa™l,
Se tiene pues

N = (atla).
ac6

N esti contenido en H, y si K es un subgrupo de H distinguido en G
se tiene

K =aKa™ € aHa™, VaeG,
de donde: K< N.

Por tanto, N es el mayor subgrupo de H distinguido en G.
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Supongamos G finito; si H no tiene ningin subgrupo propio distinguido
en G, entonces N = { e} y ¢(G) es isomorfo a G. Luego, el orden de G divide
al orden de I' que es i(H)!

4

Si @€ G es un clemento cuya clase engendra G/H, todo clemento g € G
puede escribirse

g=a“h, donde heH.
Si g =a* i, puesto que h y ' cstan en el centro, sc puede escribir

88 =athat i =gk b,
£ = I b= gV Bl = g

Si G es de orden p* y no abeliano, su centro Z, que es abeliano, es dis-
tinto de G. Si ¢l indice de Z fuese igual a p, €l grupo cociente G/Z seria ci-
clico, pues su orden es p, y segin lo que precede G seria abeliano. Luego
el indice de Z es por lo menos p2.
Esto demuestra que un grupo de orden 7 no abeliano, tiene su cent

reducido al elemento neutro. Ahora bien, esto contradice un conocido resul-

tedrico (texto: IT, 6, aplicacién 1). Por consiguiente todo grupo de orden p*
es abeliano.

5

Si G es de orden p* su centro es de orden p 0 p2. Si Z es de orden p, sea

a ¢ Z. El normalizador N(a) de a, contiene & Z y a, luego es G. Lo mismo,

si a€Z, N(@) = G. Ahora, Z = () N(@) lleva a una contradiccién. Por lo
G

tanto Z = G, luego G es abeliano.

6

Supongamos N = H. El ntimero de conjugados de H, que es el fndice
de Nen G es, pues, mp".

H opera sobre 9 por los automorfismos internos. Como H permanece
invariante su clase de transitividad se reduce a &l mismo. Si Hy € %, Hy# H,
1o permanece Hy invariante, pues si eso fuese su normalizador contendria
a Hy seria estrictamente mayor que Hy; como H y Hi son conjugados, la
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misma propiedad se verificaria con H, contradiciendo N = H. La clase de
transitividad de H; o se reduce a A luego el nimero de sus clementos es
de la forma p* ya que divide al orden

Sumando el nimero de elementos de todas las clases resulta

mpt =1+ %
1o que es absurdo, porque r —a > 0, a;> 0. Se tiene, pues, H< N.

Si G es un grupo de orden 77, tomando @ = — 1 vemos que el nor-
malizador de un subgrupo de orden p1 es igual a G, y que un subgrupo de
orden pr1 es distinguido.
ipo de orden 7% Si existe un elemento de G de orden p?,
G es ciclico, luego abeliano. Si no, todo x € G, x # ¢, engendra un subgrupo
or ue s por tanto distinguido en G. Sean a € G, a # e y b ¢ (a).
Se tiene (5) 1 (a) = { e}, pues es un subgrupo de (a) y (5). Ademés (b) (a),
producto directo de (8) y (a), tiene p? elementos, luego e igual a G. G s abe-
liano ya que @ y b conmutan.

7

1.° Sea g un divisor primo del orden de G. Segin los teoremas de Sylow,
G tiene un elemento de orden g. Por consiguiente ¢ = p ¥ ¢l orden de G es
una potencia de p.

Si K es un subgrupo distinguido de orden p, sea a € K, a # e. El nimero
de sus conjugados, que es el indice de su normalizador, es una potencia de p.
Abors,aus cougados et en K y son distints do e luego hay como mé-
ximo p— 1. Finalmente, @ no s que un conjugado, y pertencce al
centro.

2° a) Se tiene g € KgK, luego G = U KgK.
It
Si ac KgK, entonces KaK < KgK. Ademds, a = kygky implica

g=klak;1eKaK y KgK=KaK.
Por consiguiente, si a € (KgK) n (KIK), entonces
KgK = KaK = KiK.
Los conjuntos distintos KgK forman, pues, una particion de G. KgK es
Ia unién de clases a la izquierda uK, u € Kg.

ea ¢ e conjunto de clases a la izquierda contenidas en KgK. Sea
la uphcacldn de K sobre ¢ definida por: ¢(k) = kgK. La equivalencia R
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sobre K asociada a p, es regular a la izquierda, pues si g(k,) = p(ky), enton-
s (k) =glkky. Por tanto ¢, que st en biyosién con K[, tiene un
nimero de elementos igual al indice en K de la clase médulo 92 de . Ahora
bicn, £ m o) oqulvale & gK = ¢, quo o0 cicelo

kgKe™) = gKeg™,
es decir, k € gKg; pu(KgK) es, pues, el fndice en K de (gKg™) 0 K.
Entonces son equivalentes las siguientes relaciones:

#(KgK)

Si el orden de K es p, 4(KgK) es una potencia de p igual a 1si y sdlo si
g € N. Contando las clases a la izquierda segin K obtenemos

1, K=Kn(gKe"), gKg'=K geN.

[G: K1 =[N:K] +”2‘:NF('@K)~

Ahora bien [G : k] es divisible por p; por consiguiente [N : K] es di
sible por p y N #

b) Si Kes de orden pl, G de orden 77, i <r, N/K cuyo orden es una
potencia de p posee un subgrupo 7" de orden p. Sea T la imagen reciproca
de 7" en N; T contiene a K, y su orden es piti pues 7' = T/K. K es distin-
guido en 7, ya que Io es en N.

En particular los grupos con orden expresado por p"* son distinguidos
en G.

1° Sea xcG de orden mn. Segin la identidad de Bezout existen 1
y e tales que 1 = &m + un. Poniendo x'm — y, x# = z, se tiene x = yz =
Designemos por s y  los érdenes de y y de z. Resulta yn = ximn
es divisor de n; del mismo modo 1 es divisor de . §i s <n se

S deduce tciments | por recurrencia, que un clemento x de orden

... 3, donde los p son primos y distintos, se escribe x = x, .. X, donde
-5 es de orden pf. Por tanto x; pertencee a un prsubgrupo de Sylow. Por
consiguiente G es ¢l producto de sus subgrupos de Sylow.

2.° Sean P un subgrupo de Sylow, N el normalizador de P, K el nor-
‘malizador de N.
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Para todo g€ K es
£Pg S gNg = N.

gPg-! es un subgrupo de Sylow de N. Como Tos subgrupos de Sylow
de N son conjugados en N, existe € N tal q

gPg = nPrt,
de donde
(1 g) Prigt =P, y mlgeN.

Se tiene por tanto g € N, luego K = N.

3 Segin lo 2.% la hipdtesis sobre G implica que ¢l normalizador de
todo subgrupo de Sylow es igual a G, o dicho de otro modo, estos subgrupos
son distinguidos. Para cada nimero primo p; divisor del orden de G, hay
un tinico psubgrupo de Sylow, P;. Tendremos

Pm(‘lsli-"l) =(e}

‘pues los ordenes de los 7, son primos entre si. G es pues el producto directo
de sus subgrupos de Sylow.

9

1.° Sean H un subgrupo de G, K un p-subgrupo de Sylow de H. Segin
os teoremas de Sylow, K esté contenido en un p-subgrupo de Sylow S de G.
Por ser S ciclico también lo es K, y H es hiperciclico.
Si el orden de G es i .. pif =n (donde los pi son nimeros primos
distintos), G tiene al menos un elemento @, de orden pY, gencrador de un
esubgrupo de Sylow. Si G es abeliano el elemento 4, .. ay es de orden n
(ejercicio I, 17) y engendra G, que por tanto es ciclico.

Hy H' dos subgrupos de orden p". Estos estén respectivamente
contenidos en dos p-subgrupos de Sylow Sy 5" de G. Los subgrupos Sy S’
son conjugados. EI automorfismo interno que transforma § en S transforma
H en un subgrupo de orden p* de S, que necesariamente debe ser H', pues
un grupo ciclico posee un solo subgrupo de un orden dado. H y H' son, pues,
conjugados.

2.° Denotaremos con aUb y anb respectivamente el mcm. y el
m.cd. de dos nimeros enteros a y b.
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O(N ~ H) es divisor de O(H) y de O(N), por lo que también seré divisor
de O(H) n O(N).
i

O(H) " O(N) =pi' - ity

serd p3¢ divisor de O(H) y de O(N). Existen dos subgrupos N'y H'de N'y H
con orden . Ambos serén conjugados, segin lo 1.°. Por ser N distinguido,
H' esté contenido en N, luego también en N n H, de modo que pff es divi-
sor de O(N'n\ H). Resulta en fin,

O H) = O(N) 0 O(H).

Como N es distinguido se tiene el isomorfismo

NH|N = HIN~ H,
de donde

o) = G = o e oty ~ O 0UD-

3° Sea a un automorfismo de G. El orden de a(N) es ¢l mismo que cl
orden de . Lo visto en ¢l punto 2.° |mpI|cn que a(N) N N tiene el mismo
orden que 'y, por consiguiente, a(N) =

10

1° El orden de NS es una potencia de p. Por tanto, NN S esti
contenido en un p-subgrupo de Sylow 5" de N. Como el orden de S e una.
potencia de p, esti §' contenido en un p-subgrupo de Sylow S de G. Por
ser conjugados 'y S existe un x € G tal que xS” -2 —$. Por consiguiente
x§'x1< 5. Como N es distinguido sc tiene también xS’ x1 < N y por
tanto x§' xS N S. Ahora bien, x5'x es también un p-subgrupo de
Sylow de N, pues su orden s igual al de S'. Se tiene pues N § = x8' 3,
y N0 Ses un p-subgrupo de Sylow de N.

Pongamos

0@G) =mp,ptm  ON)=np,ptn, n|mk<r
El segundo teorema de isomorfismo nos da

NS|N = S|SON.
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Acabamos de ver que O(S N) =p*, y tenemos
ONSIN) = O(S[S \ N) = =&,

Ahora, la més alta potencia de p que divide a O(G/N) es p"*. Luego
NS/N s un p-subgrupo de Sylow de G/N. Advirtamos que es la imagen de S
en GIN.

2° Designemos con ¢ la aplicacién canénica G - G/N. Se trata de
demostrar

W) = 9A(S))-
Puesto que S es distinguido en 9(S), ¢(S) o es en g(71(S)) ¥ se tiene
P OUS) S NES))  (Eere. 11, 31).
Sea p(x) € N@(S)). Se tiene
PxSxT) = glx) ¢(S) ¢ = ¢(S)
y por consiguiente
XSS g7 (g(S) = NS.

Los dos p-subgrupos de Sylow S y xSx~* son también p-subgrupos de
Sylow de NS, y son conjugados en NS. Existen, pues, n € N, s € S, tales que

XSx1 = nsSs = nSnL.

Se deduce,

) Serixt=s5, y mtxens)
Entonces,
() = p(r x) € g(US,
¥ se tiene la igualdad buscada.
Demostremos la inclusién
9€S) € WSO N).

Six €9((5) se tiene xSt = 5, xNxt = Nyen fin, (SO N =S N.
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El segundo teorema de isomorfismo permite escribi

ASAM) NS N)
NoadGSoN N

Falta demostrar que
NS N) =

©G; ¢ i o un psubgrupo de Sylow de N, ucgo s con-
]ugado N de NN S. Existe pues un 7 € N tal q

NS =ngNoSE™

Esta igualdad demuestra que ng pertencce a (NN S) y g € NU(NAS).

1

1.° Sea { Pi }ier ¢l conjunto de los p-subgrupos de Sylow de G. Todo
automorfismo inteno a de G realiza una biyeccién de los p-subgrupos de

Sylow de G sobre los de a(G) = G. Se tiene pues

«nry=n =a(P) =N Pi=

ter o1 ter

es pues un subgrupo distinguido de G. Es un p-subgrupo, porque
esté contenido en cada Py

Sea N un p-subgrupo distinguido de G. Segin los teoremas dc Sylow,
existe i € 1 tal que N € P,. Cualquiera sea j €  existe g € G tal que

8Pig? =Py,

Entonces se tiene

N—gNet = gPigt =Py,

de donde resulta N'< D, y D es efectivamente ¢l mayor p-subgrupo distin-
guido de

2° Supongamos la propiedad enunciada vilida para todo grupo G'
cuyo orden sea estrictamente inferior al de G.

@) SiD#{e) sean G =G/Dy p:G->G. Se sabe que g establece
una biyeccion entre los subgrupos de G que contienen a D y los subgrupos
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de G'. Si K cs un p-subgrupo de G que contiene a D, entonces ¢(K) = K/D
es evidentemente un p-subgrupo de G'. Reciprocamente, si K' s un p-sub-
grupo de G, entonces K = g1 (K') es tal que K/D = K' y por tanto se tiene:
O(K) = O(K') O(D), que demuestra que K es un p-subgrupo de G. Por tanto,
9 establece un isomorfismo del conjunto ordenado de los p-subgrupos de
G que contienen a D, sobre el de los p-subgrupos de G'. Puesto que los p-sub-
grupos de Sylow de G contienen a D, se corresponden con los p-subgrupos
de Sylow de @.

Resulta de esto que 1os p-subgrupos de Sylow de G', que son los ¢(P),
son abelianos, y G’ satisface la hipdtesis de recurrencia. Existe, pues, P*
tal que

#(P) N ¢(P*) = 0 g(P) = ¢(0 P) = ¢(D),

es decir, PN P* =D,

b) Si D={e} sc pueden encontrar conjugados P, .. Pr de P tales
que

POPn.aP=(e), Pn.nPo=T#{e}sir>1,
suprimiendo, si s necesario, algunos Pi.

Es claro que P, Py, .., Pry, son p-subgrupos de Sylow de H, luego T
contiene la interseccion de los p-subgrupos de Sylow de H. Si se demuestra
que T es distinguido, la igualdad resultaré de lo 1.°. Ahora bien, siendo abe-
1ianos P, P, .., Py-y, todo elemento de T permuta con cada uno de sus ele-
‘mentos, luego también con cada elemento del grupo que ellos engendran.

Resulta que P, ¢ H, pues si no la interseccion de los p-subgrupos de
Sylow de H se reduciria a { e} y, por conggmcnu: H#G.

HO P, ¢s un p-subgrupo de H; cs d
Sylow R do 7. La bipdtess de recurcendl prusba que cxite um confogada
R* de R tal que R R* =

Puede escribirse

R AP, =R*NHANP,S R AR=T
¥ por consiguiente
R* AP, =R OPNT={e}

Existe un automorfismo interno @ de A tal que P, =a(P). Poniendo
P* = a7} (R*) se tiene inmediatamente

PaPe={e}.
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12

Sea C el grupo conmutador de G, es decir, ¢l grupo engendrado por los
conmutadores xyx~! -t donde x e y recorren G. Se tiene desde luego N< C.

El grupo cociente G/ esté engendrado por las clases  de los elementos
meM. Si myy my estin en M, puesto que my my my~ iy € N, resulta

iy = iy
Al ser G/N engendrado por elementos que conmutan dos a dos es abeliano
y portanto C £ N (texto: TII, 1, Teor. 3) de donde C = N.
13
La relacién aba = b se escribe
ba=ab.
Resulta ficilmente, por recurrencia sobre el entero k,

[0} bak=akb.

5 permite escribir
Bk gtk gt — g,
Esto permite poner todo elemento g € G en la forma

g=a%ba%b...am b,

Razonando por recurrencia sobre #, teniendo en cuenta la relacién (1),
puede cscribirse finalmente,

g=a'th, 0<a<d4, 0<p<l
Por consiguiente G tiene a lo més 8 elementos distintos
e,a, % b, ab = ba', a*b = ba®, a* b = ba.
0 no sabemos todavia si las relaciones impuestas no implicardn la

igualdad de dos de tales clementos. Si logramos construir un grupo G’ en-
gendrado por dos elementos a' y b' satisfaciendo a las relaciones dadas, sabe-
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mos (teorema de Van Dyck) que G' es imagen homomorfa de G. Nos bas-
taré, pues, encontrar un grupo G' constituido por ocho clementos, pues
entonces ¢l homomorfismo serfa un isomorfismo, y nuestra duda quedaria
resuelta.

Para csto consideremos el subgrupo de Sy engendrado por las permuta-
ciones

@=(1234(5678), & =(1537)(2846).
Se verifica sin ninguna dificultad que se cumplen las relaciones

b

¢ br=a* Jba

¥ que las ocho permutaciones a5 son distintas.

Busquemos l orden de los diferentes elementos de G.

a* = b es de orden dos; todos 1os otros elementos, excepto e, tienen su
cuadrado igual a a, luego son de orden cuatro.

El finico subgrupo de orden dos es { e, a* }. Por tanto éste es distinguido.
Los subgrupos de orden cuatro son ciclicos. Estos son

{e,a,a% ), {e b0 b =atb}, {e, ab, (ab} = a?, (@b} = ®b}.

Todos ellos contienen a { ¢, a*}.

Verifiquemos que son distinguidos: Si H = (c) es uno de cllos, es sufi-
ciente verificar que aca~! & H'y beb-1 € H, lo que es inmediato. También se
‘puede utilizar el resultado del ejerci

El grupo tratado suele llamarse « grupo de los cuaternios ».

1

El niimero de p-subgrupos de Sylow de G es de la forma kp + 1. Es
también un divisor del orden pg de G (ejercicio IV, 1). Se tiene, pues, un solo
p-subgrupo de Sylow que por tanto es distinguido. Este es de orden p, luego
es ciclico. Llamémosle 4, poniendo A = (a).

El niimero de g-subgrupos de Sylow es de la forma kg + 1, y divisor
de pg. Si se tuviese k # 0, kg -+ 1 serfa igual a p, y g dividiria a p— 1. Se
tiene pues un g-subgrupo de Sylow Gnico, luego es distinguido. También es
ciclico, y lo indicaremos B = (b).

Puesto que AN B =(e), 4B es producto directo de A y B. Por con-
siguiente a y b conmutan, y ab es de orden pq (cjercicio IIT, 17), luego G es

ciclico, engendrado por
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El grupo S, de permutaciones de 3 elementos es de orden 3 X 2 y no
es abeliano.

Si G es abeliano posee un elemento x de orden p, un elemento y de orden
gy el elemento xy es de orden pg; éste engendra a G.

15

1. Puesto que G no es abeliano, ¢ es divisor de p— 1 (cjercicio IV, u)
Sea A el subgrupo distinguido de orden p, 4 = (); sea B un subgru
de orden g: B = (b). Por ser A distinguido, existe r al que bab~ =a". Paa
todo entero 7 se puede escribir

a ba" bt = (bab?) = a™

Resulta,

B2an bt = b(ba" bY) bt = ba'™ bt = @'

¥ se prueba ficilmente, por recurrencia sobre k, que es
Ban bk = artn.

Tomando k #, lo que demuestra
n= l(l’)
de ser r = 1(p); de serlo a y b conmutarian, y G serfa ciclico

engzndvada por ab.

1, Ia relacién deviene a =

2° Sca G el grupo engendrado por a y by sometido a las precedentes
relaciones de definicién. De esto se deduce la relacién (1).

Entonces, A —(a) es distinguido, y se tiene: G = AB, B = (5). Todo
£ € G puede escribirse a* 5%, donde se puede suponer 0 < x <p, 0 <y <g.
Peroa prio 10 e uede simar que, gor ejemplo, a sea de orden p. Se sabe
- luego el orden de a divide a p. Las relaciones dadas podrian
implicar @ or ¢l momento sélo estamos en condiciones de decir que G
tiene a lo mh pq clementos. Sabemos sin embargo que si un grupo 1" esté
engendrado por dos elementos @ y f satisfaciendo las mismas relaciones
dadas, entonces I es imagen homomorfa de G. Si hallamos un grupo 1" que
tenga pg elementos, entonces el orden de I’ inferior o igual al orden de G,
nos dard, 0(G) = O(T') = pg, y I' seré isomorfo a G.

El lector puede verificar que el grupo I’ propuesto en el enunciado esti
engendrado pora = (1, 0).ﬂ (0, 1), que estos elementos cumplen las rela-
ciones @? = (0, 0),
bién se ve que la aplicacion (x, ) —a b & un homomorfismo de I"sabre G.

s
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Advirtamos que G no es el producto directo de A y B, aunque
AnB={e},

¥ todo g € G se escriba de modo tnico g = uv, u € 4, ve B. Pero B no es
istinguido.

16

Supongamos que G = © Zay, a; € G, y que cada a; sea de orden infnito.
ter

Sea ¢ cl grupo abeliano libre engendrado por /, que indicaremos adi-
tivamente. Todo clemento e € ¢ se escribe de modo wnico como

e

My et iy n €2, el

Se verifica facilmente que la aplicacién f de ¢ en G definida por

x

S@=Zna,

es un isomorfismo de ¢ sobre G.

Indiquemos por 7] ¢l subgrupo aditivo de Z! formado por las suce-
siones (.., n, ..) donde todos los elementos son mulos salvo un nimero
finito. Se comprucba con facilidad que ZU es un subgrupo. Si a; es la suce-
sién definida por m =0, para k # i y m =1 se tiene,

20 =3 Zay.
Asi, un grupo abeliano libre engendrado por un conjunto  es isomorfo

a ZU). En particular, todo grupo abeliano libre de rango n es isomorfo al
grupo aditivo Z".

17

El grupo aditivo Q es abeliano y sin torsion. Si fuese libre seria suma
directa de subgrupos monégenos. Ahora bien, cualesquiera sean f y ’nﬂ aQ,

Ia interseccion Zy  Zn o se reduce a cero, puesto que cor
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22 es un grupo abeliano libre de rango dos. Dos elementos a = (7, $)
¥ = (u v) forman una base si y s6lo si engendran Z2, lo que equivale  la
e e eatwon iz 1y 751 s o

1, 0 =xa+yp, (0, 1)=za+1h,

0] J L=axr+yu

La relacién (2) muestra que x divide a yv. Segin (1), x € y son primos
i ooy dvid &3, u,. mannrmenm parecido demuestra que v divi-
m: 22yms consiguien Del mismo modo se demuestra
Ay &y (o) ian b1 =g, z=—gu L
Vindolas (1’ @ s oviene

® L=gw—ss, 1=—gusten
que implican & = g,

La relacién (5) prueba que r y s son primos entre si

Reciprocamente, si r y s son primos entre sf, satisfacen una identidad
de Bezout, que se puede escribir en la forma (5), y el elemento (s, ) forma
con (r, ) una base de Z*; basta tomar

X=av y=—gs t=gr, z=—8u

para verificar las cuatro condiciones.
Por cjemplo a = (2, 3) puede completar una base con f = (4, 3); tam-
bién con (7, 5), etc.

2 Bl gopo ablisno engmdrndo o a1 b con I e do deic-
cién ma— s, por definicién, ¢ cociente de Z* por el subgrupo U
engendrado por

m(1, 0)—n(0, 1) = (m,—n) =y



SOLUCIONES 123

(siendo a, b Ias lespecllvas clax:s de (l 0)y (0, 1)). Sea dun m.c.d. demy —n.
Sea m = ten u y v tales que 1 = vm' — un’ y hemos
visto enlo 1.5 o, n) y = (, ) forman una base de Z* y se tiene
7 =da. (En e qnmplo Volvemos & encontrar un resultado del texto: VIII,
6, teor. 2.) Entonces, Z¢/U es producto directo de grupos mondgenos engen-
drados por las clases @ y f, uno de orden d, el otro de orden infinito.

or tanto G s suma directa de los grupos mondgenos

Zm'a+n'b) y Ziua+vb).

Por ejemplo, si m =4, n

—6,
G=ZQa+3b) ©22a+b).

19

H es un grupo abeliano libre, pues estd engendrado por una parte libre L.
% un sistema generador de G. Si x(¢ L, LU {x;} no es libre.
Existen, ‘pues, enteros n, A elemcmox Iy, Iy de L tales que

mxitah+ .+ agly =0,

No puede ser n; =0, pues L no serfa libre. Se tiene pues n; x; € H. Si
xi € H tomaremos n; = 1. Si n es el m.c.m. de 105 , entonces, para todo /,
e H 3, fualment, ux ¢ , Vi &G.
() = nx es un homomorfismo de G en H. E inyec-

v, pocs € e s b Lo G & omorTy @ un subgrupo de H. Ahora
bien, se sabe que todo subgrupo de un grupo abeliano libre es un grupo abe-
liano libre. Tal s, pues, el caso para

No es forzosamente G = H, pues tomando G = Z, L = {2} es una
‘parte libre maximal y H = 2Z.

Puesto que G es de tipo finito, es suma directa de grupos mondgenos,
que aqui son infnitos, pues ue G e sin torsion. G es pues un grupo abeliano
libre, segiin el ejercicio IV, 16.

2

1. Sea p un homomorfismo de G en un grupo G'. La imagen por ¢
de Ges @, y por consigui <
< D(G). Si g es suprayectiva se tiene la iguaidad, pues todo conmutador
¥y x'-y1 de G’ es la imagen de un conmutador de G: xyx-1y-1, donde

90) =¥, 90) =
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Como hiptesis para la recurrencia suponemos que
HDH () = D @),

Asi, g induce un homomorfismo de D1 (G) en D1 (G') y el resultado pre-
cedente permite escribir

HDHG) = DD @)] € DDA (6) = DHG).
La igualdad se verifica cuando ¢ es suprayectiva.
En pam:.'ular DX(G) es distinguido en
Sea H un subgrupo de G. Indicamos por / la aplicacion idéntica H - G.
Se puede escribir
D)) = DH(H) = D)

Si H es distinguido tomemos G’ = G/H. ¢(DXG)) no es otro que
(HDHG))/H, que por tanto es igual a DHG/H).

2° Supongamos G resoluble. Existe una sucesién normal
Go=6G5G5..5G,={e}
tal que Gi/Gisy sea abeliano, s decir, Gy 2 D(G). Se tiene sucesivamente
G, 2 D(G), G2 D(G) 2 DYG).
Por recurrencia sobre k, se obtiene ficilmente
DHG) < Gr
¥, por titimo, D(G) = {¢}.
Reciprocamente, si existe k tal que D¥(G) = { e }, la sucesién

65D(0) 5 .. 5 DG = (¢}

es una sucesion normal cuyos grupos cocientes son abelianos.

Si H es un subgrupo de G la relacién D(H) € DH(G) demuestra catonces
que si G cs resoluble, H lo es también. Si ademés H es distinguido, G/H es
también resoluble, porque

DXG/H) = HDX(G)/H.
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Supongamos que H y G/H scan resolubles. Entonces existe n tal que

DA(G/H) = HD"G)/H
se reduce a la clase unidad, es decir, D(G) < H. Existe m tal que
Dm(H) = {e}.
Se tiene entonces,
Dmen(G) = DDG) € DU(H) = {e}

¥ G es resoluble.

3° Demostremos por recurrencia sobre a que todo grupo de orden p*
es resoluble.

La propiedad es evidente para a = 0.

Sea G un grupo de orden p*, a> 0. Sn\mnos que el centro Z de G es.
un subgrupo distinguido, distinto de { e},

Si G = Z, entonces G es abeliano, luego resoluble.

Si G # Z, Z y G|Z satisfacen la hipdtesis de recurrencia. Estos son reso-
lubles y por consiguiente G también lo es.

2

1% Basta considerar G como un A-grupo, donde 4 es ¢l conjunto de
los automorfismos internos (texto: VIII, 1). Los teor Schreier y Jor-
dan Holder permanccen vilidos al reemplazar sucesién normal (respectiva-
mente, de composicion) por sucesion distinguida (resp., principal).

2° i G esfinitoy resoluble posee una sucesién normal (respectivamente,
distinguida, A saber: Ia sucesidn de los DH(G)) cuyos grupos cocientes son
abelianos. Siendo G finito esta sucesion admite una subdivision que es una
sucesin de composicion (resp., principal). Los grupos cociente de esta suce-
sién son abelianos. En efecto, si Gi/Gis, es abeliano, scan Gi = H > K 2 Gy,
donde K es distinguido en H. Ahora, Gi/K es imagen homomorfa de Gi/Gisy
(recordemos que Gi/K = Gi/G.1./K|Givy), luego es abeliano, y H/K es un
subgrupo de Gi/K.
‘Cualquier otra serie de composicién (respect., principal) tiene esta misma
ropiedad, segin ¢l Teorema de Jordan Holder.
Si (G) es una suesidn de composcicn, GGty serf un grupo simple
abelzno, por Io que es ciclico de orden primo.
Si (G) es una sucesién principal, G,/Gu. es un grupo abeliano, que ade-
mis es subgrupo distinguido minimal de G/Gisy. Se ha visto (gjercicio ITI, 37)
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que un grupo tal es producto directo de subgrupos simples, aqui abelianos,
todos isomorfos. Luego G,/Gy, es isomorfo a un grupo del tipo (Z/p)*, donde p.
es primo.

2

1° i G es de orden p la propiedad es evidente. Supongimosla veri-
ficada para todo grupo de orden inferior a N y divisible por p.

@) Si existe un subgrupo distinguido H # {e}, tal que p divida al
orden de GJH, existe, segin la hipétesis de recurrencia, un subgrupo N/H
de G/H de indice p?, > 0. El indice de N en G es igual a p".

b) Supongamos que no exista un subgrupo tal. Sea H un subgrupo
distinguido minimal distinto de { e }. Existe una sucesin principal pasando
por H, y puesto que H cs distinguido minimal, /= H/ { ¢} es un cociente
de esta sucesion. Por consiguiente (eiercicio 11T, 37) es producto directo de
grupos ciclicos de orden r primo, y por tanto su orden es 17, Se tiene
yy oo st divide ai ordon de GIH. s H un psubgrupo de Sylow
de G; es distinguido, luego tnico. Resulta entonces que H s un subgrupo
distinguido minimo # { ¢

Sea N/H un subgrupo distinguido minimal de G/H. Puesto que G/H es
resoluble, es N/H producto directo de grupos ciclicos de orden g primo,
¥ q # p. El orden de N/H es pues ¢, y el de N es p°g’. i C es un g-subgrupo
de Sylow de N su orden es ¢, de donde resulta Cn H ={ e}, y ¢l orden de
CH cs g/p", es decir, CH = N.

Demostremos que KH = G. Sea g € G. gCg™* s un g-subgrupo de Sylow
de N es, pues, conjugado de C en N: gCg—1 = nCn-l, con n € N. Se deduce,

nigeK y geKH=KCH=KH.
El segundo teorema de isomorfismo
G/H = KH|H ~ KK H
‘muestra que el indice de K en G es el cociente H),igual a una

O(H) : O(Kn
potencia de p. No puede ser K = G, si no C seria distinguido y contendria
a H, contra la relacion Cn H = {e}.

2.° Razonaremos por recurrencia sobre ¢l orden de G.

Si p es un nimero primo divisor de m, existe un subgrupo K de G de
indice p, > 0. El orden de K es mr'n (donde m = mp?) luego K posee un
subgrupo de orden 7.
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23

1° Sea G un grupo completamente reducible. Designemos Gy al sub-
grupo de G engendrado por la familia { Gi}ic.s. Gy es el producto directo
de sus subgrupos y es distinguido en G.

Sea H un subgrupo distinguido de G. Consideremos el conjunto g de
partes J < I tales que Gy e}. La familia 9 es inductiva pues si
{Ja}aca ¢s una cadena de 9, poniendo J = |J J, se tiene,

ack

(e} =Yt G =10 (UuGa) = HA G

Sea entonces J una parte maximal de 9. Demostremos que G = HGj,
y para esto demostraremos que para todo i€/, Gi< HG;. Basta tomar
iel—J. Siendo Gy simple, G; 1 (HG;) serd, o igual a Gy o igual a {e}.
Supongamos Gi (HGy) ={e}, y entonces (GiGs) N H = { e}, pues si
xixy € H, xi€HGy, de donde x(=e y xy=¢, ya que Gy H={e}
Resulta que J U { 1} est en 9, contradiciendo el que J sea maximal. Se tiene
pues Gy (HG,) = Gu, y Gi & HG.

G es producto directo de H y Gy. Si K = I—J, también es G producto
directo de Gy y Gy. Resulta que H es isomorfo a Gy y por consiguiente es
completamente reducible.

2.° Supongamos /= {1, 2,..,n}, L= {1, 2,..,m}. Ponemos
Gty Gn  0<i<n—1, Gy={e},
Hiyoo Hn 0<I<m—1, Hp={e}.

Se obtienen dos sucesiones normales de G, que son sucesiones de com-
sicidn pues sus factores son isomorfos a los grupos simples Gi, H. Segun

posic
el teorema de Jordan Holder estas dos sucesiones son isomorfas:
m=ny los grupos G, Hy son isomorfos dos a dos.

%

1° ) Sea G un grupo inyectivo. Sean a € G, n> 0. Definimos un
‘homomorfismo / de Z en G por f(k) = ka. Sea f* su prolongacion a Q. Si
b =*(1/n), entonces

b =nf* (%) =) =)
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b) Sea (Vo fdic 1, una cadena de I N' = U Nies un subgrupo de H.

que contiene a N. Sea x € N'; existe { € I tal que x& Ny y si x € Ny e tiene
Ji(x) =f(x). Pondremos f'(x) =fi(x). El par (N',") es un mayorante en I(
de la familia (N, f}). Luego 9/ es inductivo. Ahora, ) no es vaclo, puesto
aque uv £) €90, luego existe un elemento maximal (N, /) €

# H sea a€ H— N, Consideremos U = {k, kEZ kae Ny}
Este zs un subgrupo de Z, de la forma nZ. Si n # 0 existe b € G tal que nb
/una). Si n =0 €50 es todavia cierto. Sea x + ma € Ny -+ Za. Si x + ma
=¥+ m'a, con x, X' & Ny, se tiene x— x' = (m’ — ma, de donde

m—meU y m—m=kn
Entonces sc tiene sucesivamente

Sl —x') = fybkna) = knb = (' — myb,
Jox) 4+ mb = fy(x) + m' b.

Podemos, pues, poner
g0x -+ mb) = fy(x) -+ mb.

Se comprueba ficilmente que g es un homomorfismo cuya restriccion
a Ny es fo El par (No -+ Za, g) mayora estrictamente a (N /,) lo que es ab-
surdo.

Se tiene, pues, Ny = H y G es inyectivo.

) Seaila aplicacién idéntica de G en G. Puesto que G s inyeetivo, i s
prolonga en una aplicacion 7 de H en G. Sea G' ¢l niicleo de

Six€GnG s tiene 0 = i(x) = i(x) = x y por tanto G NG’ ={0}.

Todo elemento x € H se escribe

x=i() + (x—i(), donde iWeG y x—i(eG.

Finalmente se tiene
H=GoG.
2° Sea % €G de o ntonces x es de orden P ya que xp =

= pix. Sea Heel sub;mpo engendrado por n sucssitn (1), Consideremos s
subgrupos

G = Zoxo

Go= O, Gy =25 X Gy = Zpi, G = Zxys
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Estos subgrupos de H forman una sucesién creciente.
¥ se tiene H = U Gy. Mediante los resultados del ejercicio 111, 38, vemos

B0
que H es isomorfo a Up.

3° Sehalemos que Q es inyectivo; también es indescomponible pues
dos subgrupos H'y H' distintos de {0} no tienen nunca la interseccién redu-
cidaa {0}:

o
LeH D em entonces meHAH.
TR

El grupo U, es inyectivo (cjercicio T1l, 38, 1.%). Es también indescompo-

nible, puesto que sus subgrupos forman una cadena.
G un grupo inyectivo ¢ indescomponible.

Si G tiene algin elemento de orden finito hay también un elemento cuyo
orden s potencia de un nimero primo p. Entonces, por lo 2 G tiene un
subgrupo H isomorfo a U, luego inyectivo. S=g|m 1o 1.% ), H es factor directo
de G y, puesto que G es indescomponible, H =

SUn0, oo samis 4 G, w0t €0, 68 oo et Saza s

3

x€G. Cualquiera sea EQ existe yeG tal que sy =rx. Si ?

'y =r'x, entonces

s'y=se'y, dedonde ss(y—y)=0,

& y—' =0, puesto que G es sin torsién. La aplicacién ~ >y de Q en G

es inyectiva, pues si sy =rx, ' y = r' x, entonces

Fsp=rsy=r'x,

de donde

Se comprueba ficilmente que es un homomorfismo. La imagen de Q
es un subgrupo inyectivo de G, luego igual a G como antes. Entonces G es
isomorfo a Q.

Sefalemos que hemos demostrado que todo grupo inyectivo contiene
un subgrupo inyeetivo indescomponible.

4.° Sea G un grupo inyectivo. Designemos por Y el conjunto de fami-
lias de subgrupos inyectivos indescomponibles cuya suma es directa. Demos-

5. Bamo
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tremos que ), ordenado por inclusion, es mdncuvo Sean { Hi Yiera las fa-
nde las 1, forman una cadena. Ponien I, basta demostrar

que la suma de la familia { H; }ics es directa, es decir, q\w Ia relacion

1, X F e X donde  xi, € Hi,

implica

x,

b =%
Ahora bien, existe a tal que i, .. i pertenece a 7, y la suma de la fami-
lia { Hi}iera es directa.
Sea { Hoey una familia maximal en 0, H = ©

Es H inyectivo,
puesto que Lo es cada Hy. i H # G, exste H tal que'G = H @ H'. Demos-
tremos que H' es inyectivo. Sean a’ € H', n € Z; existe y € G tal que ny = ',
Siy=b-+b, beH, b cH, entonces

b nb'.

—nb' € Hn H’, de donde

Puesto que H' es inyectivo, contiene un subgrupo Hj inyectivo ¢ indes-
componible, y la suma de la familia { H; }ier U { Hy} es directa, contradi-
ciendo I Lt

Se tiene pues:

® Hi.
ter

25

Todo grupo abeliano de orden 8 es de tipo finito, luego es suma directa
de subgrupos mondgenos cuyos rdenes son potencias de 2. Distingamos los
diversos casos posibles.

1.° G =Za, ade orden 8. Entonces 4 es el inico elemento de orden 2.

2° G =Za ®Zb,ade orden 4, b de orden 2. Los elementos de orden 2
son2a,b,2a+b.

=74 ©2b ®Zc, a, b, c de orden 2. Todos los elementos no
nulos de G son de orden 2.

Se tiene
6=24,6..0%a,
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donde a es de orden %, con a; + .. + @ = m. Todo x € G sc escribe
‘
x=Xma,
=
y el orden de x es el m.c.m. de los drdenes de los clementos ; a;. Para que x
sea nulo, o de orden p, es necesario y suficiente que, para todo i, 7 a; sea
nulo o de orden p. Los tinicos elementos de orden p de Za; son los de Za],
donde a] = p*~Lai. Asi vemos que
H=1246.. ©Z4

H es pues efectivamente de orden p'.

27

1° Si G es mondgeno generalizado, es en particular abeliano, y la cota
superior minima de dos subgrupos es su producto. Para demostrar que 7(G)
es distributivo, basta probar que para tres subgrupos cualesquiera sc tiene

AN(BCO)S ANB)ANC).

Sea a=beed n (BC), ac A, beB, ceC. El grupo engendrado por
{a,b,c} estd contenido en un grupo mondgeno. Ahora bien, el reticulo
de los subgrupos de un grupo mondgeno es distributivo (ejercicio TII, 24).
Se tiene pues

a=bec@n (@)@ =@nE)(@nE)EUNBUNC)
que concluye la demostracién.

2.° Suponemos T(G) distributivo.

@) AN Cesun subgrupo de 4. Es pues mondgeno, engendrado por a”.

Lo mismo, B C esté engendrado por 4. Ademis @” y 5 estén en C, luego
conmutan,

) Se tiene
abe(AVB)NC=(ANC)V(BAC)=(4NC)(BNC)

pues 41 Cy B C conmutan, segiin o).
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Resulta,
=@y e,
y finalmente
-t = o,
9 @ conmuta con a” =5, luego con 4. Ademis a s permutable
con a"-1 = b, lucgo con b = b1~

Falta por demostrar que un grupo abeliano H de tipo finito tal que
nu) sea distributivo es necesariamente mondgeno.
Se sabe que un grupo abeliano de tipo finito, en notacién multiplicativa,
es producto directo de grupos mondgenos

= () X (@) X .. X (@),
donde a, .., a, son de brdenes infinitos, dysy, ., an de Srdenes finitos, siendo a;
de orden ¥, pr primo.
@) Necesariamente es s < 1. Pues si fuesen 4, y & de orden infinito,
resultaria
(ma)n(a) ={e} =(@a) (@)
(@09 (a)) = (@) X (ag) = (@ a) (@),

que contradice I distributividad de T(H).
B) Con i#jno puede ser

=p (L} {s+1mn].

. o
Si no, los elementos b; = af' y b =af* serian ambos de orden pi,
y entonces

(bib) N (B) = { e} = (bub) 0 (b))
(Bib)) (b) = (b) X (bi) = (bi by) (b))

que contradice la distributividad de T(H).

Pucsto que ¢, .. ¢ son primos entre s, el elemento @ = iy .. n
es de orden

=P pn Y @) X X (@) =)
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7) Tres son hasta ahora los casos posibles:

—@). H=@, oH=(@)x@.
Demostraremos que el iltimo es imposible. En efecto, se tendria entonces

(@) @] N (@) = (@) = (@) @] " (@a),
(@) @) (@) = H = [(@}) (@)] (aay),

que contradice la distributividad de 7(H).

1.5 La aplicacién dy : x - dy(x) s claramente un homomorfismo de G
sobre Z. La imagen reciproca por d, de la congruencia médulo  es precisa-
‘mente R, que por consiguiente es una equivalencia regular. Se tiene do(G') = 0,
de dor

G s dM0) < E.

Sibe M, b # a,aba” esti en E, pero no en G, asi como a”, si n # 0. Luego,
resulta n =0y M = {a} y con estas condiciones G' = {e} = E
(si convenimos en que el grupo zngcndmda por la parte vacia es {e}). Solo
es G’ distinguido cuando M
I s toceemi 45 lsomogario'd

GIE = Z/().
2.° Denotemos por 4, la aplicacion de G sobre Z/p(a). Se define un
‘homomorfismo de G en P = |1 Z/(¢(a)), por
aeM
8(x) = Oaloac m
cuya equivalencia asociada es precisamente S. Entonces,
GIS = 8(G).
Para todo x € G se tiene do(x) = 0, salvo para un nimero finito de a ¢ M,
luego también d,(x)

Si (/mme st € P, ¥ 8i 7 = 0 salvo para un niimero finito de m & M, en-
tonces

(7a) = 803 donde x = [ s,

donde ky, es representante de yi.
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4(0) es ¢l subgrupo de P constituido por elementos de soporte finito.
= {Gm), ym =0, ¥m # a}. Es un subgrupo de P isomorfo a
Zl(av(a))v y se tiene

(G) = ® Pu.
aem

Los generadores de P, no nulos forman un sistema generador minimal
de 5(G). Recordemos que en un grupo de tipo finito, todo sistema generador
contiene un sistema_generador finit

Dicho esto, 4(G) sera de tipo finito si y sélo si un ntmero finito de P,
son no nulos, es decir, si ¢(a) = 1, salvo para un niimero finito de a € M.

Entonces G ser finito si, ademés, ¢(a) # 0, Va € M.

G seri un grupo abeliano libre si g(a) = 0 0 ¢(a) = |, para todo a M.

S podria haber razonado diectamente, sefalando que Ia clase U de e
médulo S contiene a los Luego G/S es
Indicando con  la clase de x, s ve que a%®) = ¢y G/S es pmduclo d-recno
de subgrupos mondgenos { (@) Jae mr.




CAPITULO V

Anillos

En todo este capitulo los anillos que consideramos no son conmutativos
ni tienen elemento unidad, salvo mencién expresa de lo contrario.

Enunciados

Sea A un anillo no conmutativo.
1.° Consideremos los dos conjuntos, eventualmente vacios,
E'={¢, ¢ €A, (Vxed) xe =x},
B ={e, Ced, (Vxedex=x).
Si E' no es vacio, s asocia a cada elemento ¢’ de £’ la aplicacion g de A
en A definida por
Pl =¢ x—x+¢.
Demostrar que pe(d) < E' y que la restriccion de ge a E” es inyectiva.
Estudiar el caso en que £’ s¢ reduce a un solo clemento. En el caso en que £’
tiene al menos dos clementos, ver que existe un ideal bilitero 7 tal que £’

na clase médulo / y que toda imagen homomorfa de A con elemento
unidad (bilitera) sa imagen homomorfa del anillo cociente A/L.

2.° Se supone que A posea un clemento unidad e. A todo elemento a
de A se asocian dos conjuntos, eventualmente vacios,

Si={¥,¥ed ar=e}, S

{x, x"ed,xa=e}.

10 es vacio, se asocia a todo elemento s de S la aplicacién y,
de s' en 4 definida por

) =xa—e 4.
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Demostrar que (S;) < i y que v, es myeclwa Estudiar el caso en
que S; se reduce a un solo elemento. En el caso en que S tiene al menos
dos elementos, demostrar que es infinito. Dar un ejemplo.

3° {En qué se convierten los resultados precedentes para un anillo A
integro?

2

Todo anillo con un niimero finito de elementos, en ¢l que existan un cle-
mento a que no sea divisor e cero a la izquicrda y un clemento b que no sea
divisor de cero a la derecha, tiene un clemento unidad.

3

Sea A un anillo con un nimero finito de elementos. Si A tiene un elemento
unidad e, todo elemento o divisor de cero a la izquierda pertencce al grupo
de las unidades.

4

Si para todo elemento x de un anillo 4 ¢l elemento x* — x pertencce al
centro de A, el anillo es conmutativo.

Sea A un anillo de caracteristica no nula N. A cada entero natural m
se asocia el conjunto /y, de los elementos x de A tales quc mx =

1.° Comprobar que I, es un ideal bilitero de 4, y que I, = Iy, donde d.
eselm.cd. demy

2.° Suponemos N = ab, donde a y b son dos enteros naturales primos
entre si. Demostrar que A es isomorfo al anillo producto (texto: IV, 2) de
sus subanillos Iy e .

3.° Suponemos N =p° (p primo, « entero natural). Demostrar que
para todo entero natural f tal que 1 < f < a, existe al menos un elemento x
de A que engendra un grupo ciclico aditivo de orden »(x) =

4 Volviendo al caso general, donde N es un entero natural cualquiera,
mostrar que, para todo divisor & de N, existe al menos un elemento x de A
que engendra un grupo ciclico aditivo de orden ¥(x) = 8.
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6
Sea A un anillo tal que para todo x € A existe un entero natural
n=n@>1

tal que x7 —

. Se demucstra que tal anillo es necesariamente conmutativo.
1. Verificar que 0 es el tinico clemento nilpotente de A.

2° Demostrar que todo x ¢ A engendra un grupo zdmvo finito, cuyo
orden (x) no es divisible por ningin cuadrado distinto de

Demostrar que la existencia de un elemento no divisor de cero
implica Ia existencia de un clemento unidad.

7

Sean p un némero primo, A un anillo de caracteristica p.
1. Demostrar que si 4 tiene un nimero finito de clementos, este nimero
es una potencia de p.

° Demostrar que si A tiene p elementos y contiene al menos un pro-
ducto no nulo, A es un cuerpo.

Uszandotos rsltados delos iricios ¥, 5y V, 7, demosrar e

lo A4 que consta de 1 = p, py .. pi clementos (py, ..., px son niimeros
peimos dinintos) e conemutaive: i3 adends, 4t e waidat, ¢
isomorfo al producto de k cuerp

9

Sea A un anillo con elemento unidad e. Suponemos que existe un entero
natural 7> 1 tal que todo elemento x de A satisface la condicién " = x.
Sea N la caracteristica del anillo A y sean p, .., ps los factores primos de N.

1. Aplicando los resultados de los ejercicios V, 6 y V, 7 al subanillo
de A engendrado por e, demostrar que el entero n— I es miltiplo de los
enteros pi—1 i

12,00 9).

2° Demostrar que si n es par, N =2. En particular, demostrar que
en el caso n =6, A es un anillo de Boole (texto, V, 7).



10°

m it saanily o e enlomitine uo oo A, Deiings e cl
conjunto de series formales sobre ¢l anillo A una ley de composi
niendo

(S )e( S )= 3o

o= g bn + 8y 0(bay) + . + G K Bat) + v + 803l

para todo entero natural n.

1% ‘Demosre el onjucs e erie oemiles e cun
Jey da adiien habitaaly n % ¢ un aillo S, ¥ quo los poline-
5 do coefiientes n A consttuyen un subaillo P, de

2° Suponemos que A tiene un elemento unidad e, invariante para a.
Demostrar que S, posee un elemento unidad. ;Cuiles son los elementos inver-
sibles de S,?

3.° Suponemos A integro y o inyectivo. Demostrar que S, es integro.
1Qué se pucde decir del producto en P, de dos polinomios de grados respec-
tivos p y q?

Supongamos que A es un cuerpo. Demostrar que para todo par
(f; 8) de elementos de P,, no siendo nulo g, existe un par tnico (g, r) de ele-
mentos de P, tales que

=@*g®+r con r=0 o gradoder<grado deg.
5.° Supongamos que A es un cuerpo y que o no es suprayectivo. De-

mostrar que se pueden encontrar en p, dos elementos no nulos f, g de los
que el dnico miltiplo 2 la izquierda comin es 0.

1

1 n A un anillo factorial y £(x) =y + @, X + .. + an ¥
polinomio de ado 1 (6, # 0) con coclicents en . Suponemos que exste
en A un elemento bl ide a i

pero p no di dzna,,.yp‘ned.\vldala,,

e
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Demostrar que / (x) es irreducible en K[x], donde K es el cuerpo de frac-
ciones de A.

2.° Demostrar que si K s un cuerpo conmutativo de caracteristica
distinta de 1 Sz, ) =2+ * —1 es irreducible en el anillo K[x, ).
2

ea A un anillo conmutativo con un clemento unidad e. Establecer la
equivalencia de las propicdades siguientes:

@) 0 es el nico elemento nilpotente de

b) todo elemento inversible del anillo de polinomios A[x] es de grado
wlo.

13+

Se pretende extender a ciertos anillos no conmutativos la teoria de los
anillos euclideos,

Sea A un anillo integro tal que existe una aplicacién g de A* = A— {0}
en el conjunto N* de los enteros naturales no nulos satisfaciendo a las con-
diciones

(€) (Va,bed®)  ¢b) < glab),
(C) (Ya,bed®), (dqred) a=gb+r,

r=0 o ) <g).

0 diremos que b divide  a a la derecha, o que a es un miltiplo a la
izquierda de b)
1.5 Demostrar que A admite un elemento unidad 1, y que los elementos
inversibles de A estin caracterizados por la condicién ¢(x) = ¢(1). (En qué
casos la desigualdad que figura en (C,) es una igualdad?

2 Demostrar que todo ideal a la izquierda de 4, es principal. Estudiar
el conjunto de los divisores a la derecha comunes a dos clementos a, b de 4*
¥ ¢l conjunto de mliplos a la izquierda comunes. Hgase ver claramente
que este ltimo conjunto no se reduce al elemento 0.

3 Se hace la hipotesis suplementaria

(C) (Va,bed®,a#b) gla—b) < sup [4(a), ¢(b)).
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Demostrar que el par (g, 7) definido por la condicién (C,) es Gnico,
para ay b dados, y que la unién del grupo K* de unidades de 4 y l clemento 0,
es un cuerpo K.

Demostrar que la desigualdad ¢(a) <g(8), con a, b € 4*, implica

gla—b) = 9().

Supongamos que A no coincida con el cuerpo K. Demostrar que existe
al menos un elemento & de 4— K tal que A sea el conjunto de expresiones
polinémicas @y + a, & + .. + a, & con coeficientes de K.

140

A cada serie formal no nula de coeficientes enteros

Usttugx+ ot tgx+.., wez,

se hacen corresponder los enteros naturales a(U) = k, ¢(U) = | ug] si es ug
el primer coeficiente no nulo de U.

Demostrar que los elementos del cuerpo K de fracciones del anillo Z[[x]]
v

que admiten al menos una representacién de la forma = , donde

¢(V)=1, U VeZl]

constituyen un subnmllo A de K; y demostrar que todo elemento de A — Z([x]]

puede escribirse 2, donde U e Z{[x]] y donde a es un entero natural no nulo.

x

2° Sean Uy ¥ dos elementos de Z[[x]] con ax(V’
Demostrar que existe una seric formal con coeficientes racionales

W ==ty o+ Wy X o W X
tal que U = VI en el anillo Q[[x]).

Suponemos que W ¢ Z[[x]). Sea wi su primer coeficiente no entero.
Demostrar que el producto ¢()w s entero. Deducir que existe un polino-
mio 7, de grado a lo sumo k, con coeficientes enteros, y una serie formal 7'
con coeficientes enteros, tales que

U=PV+T, ol)=

oI <g(V)-

3.° Demostrar que el anillo 4 definido en ¢l punto 1.° es un anillo
euclideo.
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15

Sea d un entero relativo sin més divisores cuadrados que el 1

Si a designa uno de los nimeros complejos de cuadrado igual a d,
consideramos el subcuerpo Q[a] del cuerpo de los niimeros complejos, cons-
tituido por los clementos de la forma x -+ y (x, y € Q), y ¢l subanillo 4 =
Z[o] de Qlal, constituido por los elementos de aforma x + ya (r3 ¢ D
Si z=x- ya, pondremos N(:) = x*—dy®.

rificar que para dos elementos cualesquiera 2, 2 de Qa] se tiene
NG =) = N@) NG); que N(z) s6lo es nulo cuando z = 0; y que los ele-
‘mentos inversibles del anillo A se caracterizan por la propiedad N(z) = = 1.
2.° Supongamos que d es uno de los cuatro nimeros, —2, — 1, 2, 3.

Demostrar que para todo z € Qla] existe al menos un 2’ € 4 tal que

| Ne—2)| <1.

que el anillo 4 es euclideo.

16

Sea A un anillo sin ningin ideal a la izquierda propi

1.° Supongamos que exista en A al menos un producto no nulo. Es-
tablecer Ia existencia de un elemento a € A que no es divisor de cero a la dere-
cha, y la de un idempotente e tal que ea = a. Demostrar que ¢ es elemento
unidad de 4 y que A es un cuerpo.

2> Suponemos que todo producto de elementos de A es nulo, no es-
tando A reducido a su elemento 0. Demostrar que ¢l grupo aditivo de A es
ciclico de orden primo.

1
Sea un anillo 4 en el que toda parte licita multiplicativamente a la iz-

quierda sea un ideal a la izquierda de A. Demostrar que ¢l conjunto de los
ideales a la izquierda de A es totalmente ordenado (por inclusion).

18

Se supone que el conjunto de los ideales a la izquierda pri
un anillo A es totalmente ordenado, por inclusién.




142 ANILLOS

1.° Demostrar que para todo entero natural n > 2 y para todo par
(x, ) de clementos de 4, el elemento xy— yx pertencee  Ia potencia n-ésima
del ideal 4.

2.° Se supone que para todo x € A, x € Ax. Demostrar que toda parte.
multiplicativamente licita a la izquierda es un ideal a la izquierda de A.

En el caso particular en que A sea conmutativo, demostrar que A ticne
un elemento unidad.

19

Se considera ¢l anillo producto A = B, X B, de dos anillos B, y B,
V, 2): A es el conjunto de pares (x,, x,) donde xic B (i =1,2) y la
adicién y multiplicacion se realizan componente a componente.

1.2 Verificar que el conjunto A, de pares (x,, 0) y el conjunto 4, de
pares (0, x,) son ideales bildteros de A, y que todo ideal a la izquierda, a la
derecha o bilitero de A; (i = 1, 2) es ideal a la izquierda, a la derecha o bili-
tero de A.

Para todo lo que sigue suponemos que A tiene un clemento unidad e.

2° Demostrar que todo ideal a la izquierda de A es de Im roma o=
=8 + & donde g es un ideal a la izquierda de A, (i esta des-
composiidn es fnica y que g ¢s un ideal a Ia izquierda princtoat o 3 sélos
cada uno de los ideales g;, ¢, es un ideal a la izquierda principal.

3.° Seam =m, + m un ideal de A, supuesto A conmutativo, siendo m;
ideal de A; (i =1, 2). Demostrar que el anillo cociente A/m es isomorfo al
producto de los anillos cocientes A/my y Afms.

,Cmo es preciso clegir m y m, para que m sea maximal? para que m sea
primo? para que m sea primario?

20
Sea A un anillo conmutativo con elemento unidad e.
1.° Establecer la equivalencia de las dos condiciones siguientes:
) el conjunto de clementos no inversibles de A s un ideal;

£) ¢l conjunto de ideales propios de A admite un elemento miximo.
Cuando se cumplen estas dos condiciones se dice que A es un anillo
casi local.

° Demostrar que si A es casi local no tiene otros clementos idem-
potentes que el 0y el .
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3.° Demostrar que si el conjunto de ideales principales de A es total-
‘mente ordenado (por inclusion), A es casi local.

42 Suponemos que A es casi local, que su ideal propio miximo m es
principal, y que Ia interseccion de potencias de m s el ideal nulo. Demostrar
que todo ideal no nulo de A es una potencia de m.

i ademés A es integro, demostrar que para todo elemento x no nulo
del cuerpo de fracciones de A, uno al menos de los elementos x y x~ perte-
nece a . Dar el cjemplo de un anillo A que tenga las propiedades antedichas.

2

Sea A un anillo casi local (véase ejercicio precedente).

1.° Se supone que el reticulo de los ideales de A es distributivo. Demos-
trar que, para todo par (, b) de elementos de A, existen u € (@) N (b), ve A
tales que @ = u + v(a— b), vb € (a). Deducir que el conjunto de los ideales
de A es totalmente ordenado.

2 Se supone que A cs integro y que la multiplicacion de ideales cs
distributiva respecto a la interseccién. Demostrar que para todo par (a, b)
de clementos no nulos de 4, existen x, y & (a) N (b) tales que ab = xa -+ yb.
Deducir que el conjunto de ideales de A es totalmente ordenado.

n

Sean A un anillo y e un elemento idempotente de A.

1.2 Establecer Ia equivalencia de las propicdades siguientes (se pueden
utilzar los resutados del jecicio Y, 1):

) e pertenece al centro del anillo
b) e conmuta con cualquier otro elemento idempotente de
) e es clemento unidad del subanillo B = eA;

d) ed = de = ede.

2° Supuesto que se verifican las con
) todo ideal a Ia izquierda el anillo B = eA es ideal a la izquierda de 4;

jones anteriores, demostrar que:

&

todo elemento de A puede ponerse de modo tnico en la forma b + ¢,
donde be By ce = ec =
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2

Sean A un anillo conmutativo no integro, f = X a; x' un elemento del
=0
anillo de vo].inomios A[x], 1 el ideal anulador de f en A[x]. Se supone f de
grado n > 1
e propone demostres, por reducidn of sbauedo, que [ () mplon
In A # (0). Para ello hagase la hipitesis (0), I# (0). Entonces:

1. Demostrar que el conjunto de los grados de los polinomios no
nulos que estén en / admite un elemento minimo ¢ > 1.

£ by un clemento de 7 de grado 1 (b # 0). Demostrar

que los polinomios g; = arg (¢ . m) n0 son todos nulos, y que uno
de ellos es de grado estrictamente mrenor a 1. Deducir que la hipdtesis pro-
puesta conduce a una contradiccion.

24

En un anillo factorial A, el ideal principal (7) es primo si y s6lo si el
elemento p es irreducible.

25

conmutativo, A’ la imagen de A por un homomor-
fismo /, 1 el nicleo de f. Establecer los siguientes resultados:

Si s un ideal de A" y ¢ su radical, /-1 (¥) es el radical de /1 ().
Si o es primo, /-1 (¥) lo es también. Si o’ es primario, /! (&) 1o es también.
> i a es un ideal de A que contiene a ,  es t su radical, (1) e el
radical de f a). i a s primo, f () es primo, Si  es primario, £ (o) lo ¢s también.
.° Las propiedades dichas en ¢l punto 2.° pueden no ser verdad si

10 se supone 1 < a
4° Sielanillo 4 es pnnuyal ¢ integro, Ia imagen por / de todo ideal
priao do A e v Mol P

2%

4 d:slgnx un anillo conmutativo.

il (h.- »,.) una familia finita de ideales no comparables dos
a dos. Se.u a un ideal de A que no esté contenido en ninguno de los ;. Para
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cada valor del indice i (1 < i < n) se designa por o, la interseccién de a y las by
distintas de p Demostrar que a; no esté contenido en b, Poniendo x =3 x,
bl 5 o 35 W deaontons a3 54 3 e % Do pertaecs a Siagin y

27 Dot quesi un el de 4 st coneido n wa i fnic de
ideales primos, esté contenido en uno de csos ideales prime

2

in ideal maximal de un anillo conmutativo A sin elemento uni-
dad. Uitizando &1 ejercicio V, 16 demostrar que m es ideal primario de A.
ZEn qué casos es ideal primo?

2

Sean A un anillo conmutativo con elemento unidad e, y A[x] el anillo
de los pcllnemms en una indeterminada con coeficientes en

o ideal a de A, se hace corresponder el ideal ¢(s) de Afx] engen-
drado por aen Alx.

Sea f(x) = 2 ux'. Demostar que para que /() € @) e nece-
sarioy sufcente que fodos sus coeficentes 4 pertenezcan a .

2.° Demostrar que para todo ideal o de 4, a = ¢(a) N A.

3. Demostrar que para dos ideales cualesquiera o, a; de 4, se tiene
oo+ o) = g(0) + 9o, plore) = p() pla),
70 0 ) = (@) O (o).

4 Demostrar que o es ideal primo de A si y sélo si, ¢(e) es ideal primo
de Alx).

29

Sea A un anillo conmutativo con elemento unidad e. Sea B # (0) un
subanillo de A (e ¢ B) tal que A = Ble] donde Ble] indica el anillo ex-
tensién simple del B por la adjuncién del elemento e.

Comparar los ideales prmupalts engendrados en A y en B por un
=x=m=mo b de B. Deducir que todo ideal de B es también ideal de 4.

10, B
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2° Sea a un ideal de A. Demostrar que si ¢l ideal a 1 B del anillo B
admite una base { by, by, . b,} de s clementos, o admite al menos una base
de s+ 1 elementos.

3.2 Suponiendo A fntegro, demostrar que todo ideal primo no mulo
de A contiene un ideal primo no nulo de B.

3

Sean A un anillo conmutativo con elemento unidad e, a y b dos ideales
de A. Se dice que b cubre a a si a € 6y si no existe ningin ideal ¢ tal que
accch

1.° Supongamos que b cubre a a. Sea x un elemento de b que no per-
tenezca a a. Demostrar que para todo a € 4 tal que ax ¢, e

o+ dax =a+ Ax =5,

¥ que m =z Ax es un ideal maximal de 4, tal que o< a :m.

2° i suponemos que para un ideal a existe un ideal maximal m tal
que aCa:m, entonces, demostrar que para todo x €a :m tal que x ¢a
se tiene m = a : Ax, y que el ideal b = a + Ax cubre a .




Soluciones

1

1.2 Es bien sabido (texto: I, 7 que cuando ni £ ni £ son vacios, ambos
conjuntos coinciden y se reducen a un solo elemento e, elemento unidad de A.
Sean ¢’ € E'; x, y € A. Entonces ype(x) = y, de donde

Pe()EE y gue(d) S E.

Para x, y € B, 7,(1) Fe(y) implica ¢ x—x+ ¢ =¢'y—y+ ¢, lo
que, por ser ¢ =¢, nos da x =, de donde la restriccion de ge
a E' es inyectiva.

i E'se reduce a un solo clemento ¢’ se tene, para todo x € 4, ge(x) =
es decir €' x — %, de donde ¢ ¢ E* y E' — E" — {¢'}. En tal caso 4 tiene
elemento unidad (inico).

Supongamos ahora e € E', f€ E', e # /. En tal caso E” es vaco, segiin
Ia advertencia inicial,

Consideremos ¢l anulador a la derecha de 4,

yyed, (Vxed)xy =0}

Este es un ideal bilitero de 4, no nulo ya que e — € , diferente de 4, pues
sifuese e € 1, resultaria x = xe = 0 para todo x € 4, Est claro que para todo
¢ cE, ¢ —ecl. Reciprocamente ¢ —e e implica ¢’ € E'. Por tanto, E'
es Ia clase médulo 7 que conticne a e. _

Sea 0 un_homomorfismo tal que 0(4) tenga un elemento unidad 2. Si
ael, 0() =2, es claro que

0(a) = e6i(a) = 0(b) b(a) = O(ba) =

luego 7 esté contenido en el nicleo de 6. Resulta entonces, del primer teo-
rema de isomorfismo para anillos (texto: VIIL, 1, teor. 5) que 6(4) es imagen
homomorfa de A/l.

Nota. Al admite clemento unidad. En efecto, si p es el homomorfismo
canénico A - A/l la relacién xe = x muestra que g(e) es clemento unidad
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ala derecha e /1. Ademds, para todo par (v, y) de elementos de 4, se tiene

Hex—x) = (ye) x—yx

luego ex—x €1, y g(e) es elemento unidad a la izquierda de A/1. Podemos,
pucs, cnunciar: para que un anillo B, imagen homomorfa de 4, admita un
elemento unidad, es necesario y suficiente que sea imagen homomorfa de A1,
2° Se sabe (texto: I, 1, Teor. 9) que cuando ni S; ni S} son vacios,
coinciden y se reducen a un solo elemento, inverso bilitero tnico de a.
Sean X, 5 & 5. Entonces

apx) = alza—e +5) =

de donde yy(

Sean x, 3, s€ ;. La 1guzldad (p,(x) w,(y) implica xa = ya, de donde
xas = yas, ¢

5i'S; se reduce a un tnico yelikrgo 5, 94(s) =5 se escribe sa
donde s €. En este caso S, = S, = {s}, y 5 cs clemento inverso bilic
tero \inico de a.

Supongamos ahora s € S, ( € S5 # 1. Si §; fuese finito, Ia inyeccién y,
serfa también una suprayeccion, y existiria x & 5 tal que y,(x) = s, de donde
xa=ey xeS; lo que contradice la observacion inicial. Por tanto S; es
infinito.

Ejemplo. Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo, que
admite una base numerable { a;, ay, .. dy, .. }. Se sabe que los endomorfis-
mos de £ constituyen un anillo y que cada uno de ellos viene definido por el
dato de los transformados de los a;.

Pongamos f(a)) =f(a) = @, y £(@) = aiy para i > 3,

ea) =ax  (k=1,23),
8@n) =apy  paran>2.

intonces se verifica que 0 g, = /0 g, =0 g5 — ¢, donde e ¢ ¢l endo-
morfismo idéntico de E.

3° Si 4 es integro, ninguno de los cnnjunlox B, s,;. S; puede
tener més de un elemento. Se tiene pues, o bien E' = E” = 2, 0 bien £’ =
=" = {e}, donde ¢ es ¢l clemento unidad de A ¥, para un a dado, o bien
a1}, donde a es inverso bilitero
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2

licaciones x —»ax y x — xb son inyectivas, lucgo también supra-
yoctivas, pussto qus el anll es fiito. Resula que existen e 4 1 tales que
Sc tiene entonces, para todo elemento x del anillo, ax = aex,
xb=xfb, e xf. Por consiguicnte, ¢ es elemento Y wakiad & s
izquierda, fes cemento widad a1 derecha, de dond ¢ = , clemento widad
bildtero,

3

Sea a un elemento no divisor de cero a la izquierda. La aplicacién x — ax
es entonces inyectiva, luego también suprayecnvn, pu:slo que ¢l anillo es
fnito. Existe pues un elemento a’ y uno solo, ta, qt Segin el ejer-
cicio V, 1, @' es inverso bilétero de a y asi a es una. iy

4

El centro Z de un anillo 4 es un subanillo conmutativo de A, segin
so verifica inmediatamente. Sean x, y dos elementos cualesquira de A. Por
hipdtesis los elementos

Rex Py G+ P —EEN =@ =)+ 0P =D+ 3y +rx
pertenccen a Z, luego también xy + yx, lo que implica
Ky + yx) = (xy + %) %,
es decir, 2y = y2*. El cuadrado de todo elemento x de A perencce pucs
.7, 1o mismo que ¥* — x y por lo tanto también x. Esto quiere decir Z = 4
y A es conmutativo.
5

* So verifica inmediatamente que fn es un ideal biltero de 4 y que
para todo divi e m €5 e € In. Se sabe que cxisten dos enteros rela-
tivos u, v tales que wn -+ vN = d. Entonces mx =0 implica dx = 0, puesto
que Nx =0, es decir, In < I, de donde la igualda T

2° Siendo a y b primos entre si, existen dos enteros relativos ', 5
tales que @’a+ b b = 1. Todo elemento x de 4 es entonces suma
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elemento 4 = b'bx de I, y un elemento 4 =@’ ax de Iy, Esta descomposi-
cin es dnica pues y € Jo 1 Iy implica y = a’ay -+ b’ by = 0. Esto permite
definir una biyeccion ¢ del conjunto producto Jq X Jy sobre 4, poniendo
l(4, )] = 4 + . Esta bigeccién g es un isomorfismo de anillos, en virtud
de la definicion de anillo producto y del hecho de que xy = yx = 0 cuando
xely yelh

Notas: 1. Los clementos x €, y €, engendran dos grupos, de rdenes
respectivos, »(x), divisor de a, y (), divisor de b. Por tanto »(x) y %)
son primos entre si. Si p es una biyeccién, ¢l conjunto de los (x + ),
donde z & Z, comprende »(x) »(y) elementos distintos, de donde »(x + ) =
= »(x) ). Se trata de un caso particular de un resultado clisico (texto:
VIIL, 4).

2. Reiterando ¢l razonamiento precedente, vemos que si
N=0,0...0n,

donde los factores a; son primos entre sf dos a dos, 4 s isomorfo al muu
producto I, X Io, X - X o, y que si x € Iy, (1 < i <n), se tien

¥ X+ X) = A3) ) ().

32 Se sabe (texto: IV, 4) que cuando x recorre 4, el orden »(x) toma
5610 un miimero finito de valores 7, ¥ ... %o y que " es el m.c.m. de los ¥,
Cada v es pues una potencia de p y uno de ellos es necesariamente p*. Existe
pues al menos un x < A tal que »(x) = p°. Entonces #(px) = p* y, sucesi-
vamente,

W) =pF (1 <f<a).
4° Sean
N=pipgrt d=pir.pr O<pi<a)

las descomposiciones de N y & en producto de factores ynmos Tcngames
presente Ia nota 2 al punto 2° y el punto 3.°, tomando q
Tacteristica del subanillo 1 e de Ia forma ff'(1 <71<a) y €l cvn]lmm
de los Grdenes »(x) de los elementos de I, es exactamente ¢l conjunto de
enteros de la forma pf (0 < 4 < 7). El conjunto de Grdenes de elementos
de A es entonces (nota 2 de 2.%) el conjunto de enteros de la forma

kPl O<h<y)



SOLUCIONES 151

Puesto que N es el m.c.m. de estos enteros se tiene necosariamente ¢ = a;
para cada valor del indice i. Por consiguiente, el subanillo Z es e caracteris-
tica pf y todo divisor 8 de N es efectivamente orden de al menos un clemento
de A, obteniendo como suma de elementos x; € /¢ tales que »(x) = pfi para.
i=1,2u0n

6

1° Sea A un elemento nilpotente de A. Existe un entero natural
tal que a® = 0. Por otra parte

a—an—am =

temente grande se tiene
m>a y a=a*=aa—0.

2° Para dos elementos cualesquiera a, b de A existe un cntero
r>1talqued =a,b e tomar a7 1 s ekl comin
de na)—1 y de n(h)— 1. La verificacion s inmediata.
i 1> 2) —Ka=

. El orden v(a) del grupo aditivo engendrado por a es pues finito, y es
dlvuor de k — k. La descomposicion del entero »(a) en factores primos no

ningin cuadrado, pues si k = p, nimero primo, p* —p no puede
gt por

3° Seaaun clemento no divisor de cero. De a" = a s¢ sigue, para todo
xed,

(xa" —x) @ = a(@" x —x) =0,
de donde
x =a™ix = xavl,
El elemento e = a1 es, pues, elemento unidad del anillo.

Nota. En un anillo tal, todo elemento no divisor de cero es unidad; en
efecto, si n # 2 es an? inverso de a, y si 7 = 2, @ €s 5u Propio inverso.

7

1" Parstodo ntero reltvo m y pars todo € 4, (4 ) x = mx.
Poniendo mx x, donde m es la clase de m médulo p, se hace de 4 un
expacio vectorial de dimension fiita sobre €l cuerpo ZJ(7)
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Si (@, a3, ;) €s una base d: este espacio vectorial, todo elemento
x €A tiene una representacion Gni

x=Exa, %eZ/().
=

Puesto que cada x; puede tomar p valores distintos, el nimero de ele-
mentos de 4 es p*.

2.° Si A tiene p elementos su grupo aditivo es ciclico, y si a es un gene-
rador de ese grupo,

A={0,0,2q,.,(p—1Na}.

Existe entonces un entero k (0 < k < p—1) tal que at = ka.

Sik =0, todo producto de elementos de A es nulo. Si no, k y p son pri-
mos entre si, y existen dos enteros relativos u, v, tales que uk + vp = 1. Se
puede desde luego suponer 1 < u < p— 1. Entonces se comprueba ficilmente
que Ia aplicacién f de Z/(p) en A, definida por f (x) = nua es un isomorfismo
de anillos. Por consiguiente A es un cuerpo.

Al ser el grupo aditivo de A de orden n, se tiene nx = 0 para todo x € A.
tanto la caracteristica N de A es un divisor de n. Se pueden suponer las
notaciones elegidas de modo que

N=ppops 1 <s<h).
Segin la cuestion 2.* del ejercicio V, 5, 4 es isomorfo al anillo producto
T K i X Ty

donde Iy, s el conjunto de los x € A tales que py x = 0,y segin ¢ eerciio V,
7, Ip, consta de p} =xem=n 05.

La igualdad n = pf pf ... pi* implica s = =1

Resulta que cada Iy, es, o bien v anllo ca ® ¢ que todo producto s
nulo, o bien isomorfo al cuerpo conmutativo Z/(p,). Por consiguiente A es
conmutativo.

Si A tiene elemento unidad, cada Ip, tiene también elemento unidad y,
por consiguiente, cada Ip, es un cuerpo.
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9

Resondemos e i K et cueo con =1emenlos ¥ con clemento uni-
dad e, ¢l grupo multiplicativo K* de K tiene p— 1 elementos, lucgo todo
CK* Satisfae 1 o, y toda iguakdad ¥ — e impica que po 1 sea
divisor de r.

1.° El subgrupo aditivo A’ engendrado por e es también el subanillo
engendrado por e. Se sabe que su orden (e) es la caracteristica del anillo A y,
segin ejercicio V, 6, no tiene ningin divisor cuadrado salvo el 1. Luego

N=ppseps

Apliquemos al anillo 4" el resultado de efercicio V, 7, 2.°. Para cada
descomposicion de N en un producto ab de factores primos entre si, s ob-
tiene ¢ = eq + ey, con eq € o, ey € /. La igualdad ze = zea + zey, donde
z € Z, muestra que el ideal I, de A’ es el subanillo engendrado por su elemento
unidad ¢,. En particular, si a es uno de 105 p;, I, es un subcuerpo de p; ele-
mentos de A", y, para x & I, no nulo, de x7— x = 0 significa que p;— 1 ¢
divisor de n— 1.

° Sines par, n—1 es impar. No puede pues existi otro p; que 2,

En l caso n = 6 sc tiene, teniendo en cuenta las reglas de céleulo vilidas
cuando la caracteristica cs 2,

Ghef=xtA bt
de donde

A=y x

—@=x, pana todo xe A

Por tanto 4 es un anillo de Boole.

10

1.° Las verificaciones a efectuar son inmediatas, excepto a de a aso-
ciatividad de *, que requiere un poco de atencién. Sean a, f, y tres series
formales sobre A:

a=% ax", B=3 b, y=3 cuan
=0 =) 1)
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‘Pondremos,

asp= 3 px, fry =3 guxn.
et n

comodo, para facilitar la escritura, poner a%(a)

Es . para cualquier
clemento a de A. Se tiene entonces

b= I @) gu= I b.o¥c).
aen heomn

La igualdad
a@(b,) *4(er)

a b, (e,

donde 4, 1, » son enteros naturales tales que 4 4 + » = n, permite obtener,
por sumacién

I ol PRCTACON
e aj=n
es decir, (% f)xy =ae(Bay)
2 Bsclaro que para todo € S, ea = a, y que ofe) = ¢ implica ae = a.

Sia = 2 3" admite en S, por inversa f =  bax, setione aff—=fa=
= e, de donde day by = b dy = ¢, lucgo ay e inversible en 4. Reciprocamente,
si g es inversible en 4, se puede determinar, por ¢l método de coeficentes

indeterminados, una serie formal # = 3 by x" tal que a  f = ¢, y una seric

formaly = £ c x" tal que y »a = . Los coeficientes sc determinan suce-

sivamente por las relaciones de recurrencia

—a, inverso de ap,
o by + a 0 bu a + -+ @ 0Mbpi) + ... 4 an o"(by
Con + € 0(@ney) + o+ CxOH@or) + oo+ G 0"(ag)

[o"ay) es evidentemente inversible, de inverso o™(ap)].

Se sabe (texto: I, 1, teor. 9) que §

7, luego a es inversible.

3.° Consideremos dos series formales

a=3 axn, f=3 byn
azo nzo
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Si @ # 0 cxiste un minimo indice 7 tal que ay # 0. Lo indicaremos por w(a).
Supongamos también § # 0. Es claro que si ponemos

wf=% paxn
amd

se tiene p, = 0 para n < w(d) + (f), y que

(o) O bup)-

Potarto) =

Supuesto A integro, y o myecnvn, bogs) # 0 implica ofbug) # 0, y suce-
sivamente, por recurrenci

Nboge] # 0.
Lucgo puaprats) # 0, lo que implica
asB#0 y ofasf) =)+ o).

Un razonamiento anilogo demuestra que si a y # son polinomios no
nulos @ # 8 es un polinomio no nulo y

grado (a + ) = grado (@) + grado (§).

4.° Si A es un cuerpo, el endomorfismo no nulo o es necesariamente
inyectivo (puesto que los cucrpos no tienen ideales propios), y no es nece-
sariamente suprayectivo. (Véase cjercicio VII, 8.)

Basta establecer que si grado > grado g, es posible encontrar un mono-
mio i = ¢ tal que, grado [/— (4 » g)] <grado /. El razonamiento cli-
sico de la |eor(n de division euclidea subsiste sin modificacién.

Sean pues a, x7, byt (@ by # 4) los monomios de més alto
grado de /'y g. Es claro que la condicién impuesta equivale a

ay = crorihy,
lo que determina efectivamente un coeficiente c,.

5° No siendo o suprayectivo, ninguna de sus potencias lo seré. Supon-
gamos que cuatro elementos, /; g, u, v de P, cuyos monomios de mayor grado
sean respectivamente @, x7, by x% ¢, 3%, d; x*, verifiquen la igualdad f »u =
=g v Se tiene entonces p+r =g+, y aoves) = byo(d). Si, por
cjemplo, g es superior o igual a p, es suficiente que by a, no a
o7(A) para que f#u =g+ v, /g # 0 implique u = v =0.
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1

1.° Supongamos f(x) = g(x) h(x) con
=% by, KD=3 axt bed aed
=0 K=o

Puesto que p o divide a g, = by ¢, 1o divide ni a by nia c;, por lo que existe,
de una parte, un entero minimo /. tal que p no divide a b, y por otra parte,
un entero minimo  tal que p no divide a ¢,.

No puede ser 2 =4 =0, porque entonces p no dividiria a a = by ¢
ni 42> 0, 4> 0, porque entonces 7% serfa divisor de gy,

Supongamos, por jemplo, 4> 0y u = 0. Se tiene entonces

@3 = b1 Co + by €+ o+ by o

Para j <7, es p divisor de by, luego p es divisor de a,—b; . Como p
10 divide 3 by G tanpa divide g o que implc 1 1, d donde r=n
y s=0. Por tanto A(x) es una constante n¢

Los anillos A[x] y K[x] son factoriales. En mos anillos, /'se descompone
en producto de factores irreducibles. En A[x] esta descomposicion es de la
forma ¢og (¢ € 4; & € A[x], irreducible), segin los resultados procedentes.
En Kx] la descomposicién s de la forma f; f; ... fp Existe un elemento
u €A tal que cada uf] sea un polinomio con coeficientes de . Se tiene en-

tonces.
Cou"g = (f}) (uf3) o W)

de donde se deduce, por ser Afx] factorial, que g es divisor de uno de los u},
u

o
ol £ s e

por emplo, uf;. Exist, pues, v € A tal que vg = uf}, y f = <1

ducible en Klx].

25 f(x,3) =% +*— 1 (donde 1 indica, evidentemente, el clemento
unidad de K) es un polinomio en x con coeficientes en Kly). Ahora bien,
g+ Ve el ea Ky y ot divior de 1 s il a1 81+ 1
fuese divisor de y* — 1 se tendria necesariamente

P=1=0+1, sa y+yp+l+l=

lo es posible si K es sil K
es distinta de 2, se puede aplicar el resultado 1. ’. y/(x. nes 1mduc1b1e e
Klx, ).
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2
Supongamos que 0 es el tinico elemento nilpotente de A, y que

S8 =e,

@ =% ax, s=Fbv, a0, b0 azp>l
s 720

Puesto que dyby = e, se puede suponer, snsmuyendo i es necesario
f) y g (x) pox ba/ (x) y ag g (x), que @y =
+ por recurrenca que par todo valor del entero  tal que
<p se uene ak™ by = 0. La igualdad a, b, =0 resulta de la defi-
nicién de producto en A[x]. Si se supone establecido que

anby=akby =@} by, =0,

Ia relacién

et bp + v+ nekt By + e+ Gnbpok =
implica a5t by i = 0.

Resulta afit1 b, =0, es decir, aZ' =0, lo que contradice la hipdtesis
a, # 0. Los finicos elementos inversibles de A[x] son, pues, los elementos
inversibles de A (considerado como subanillo de A[x]).

Reciprocamente, para demostrar que b) implica a), basta establecer que
existiese en A un elemento nilpotente no nulo a, existirian en A[x] elementos
inversibles de grado al menos 1. Supongamos, en efecto, a” = 0, a* # 0.
Es claro que

(et aix) (e—amix) =e—atxt

1o que concluye la demostracion.

13

Sen 015 4%l que o) sen it g (C) sl ¢ 37 ten
eatr, con r <gla). Por ser imposible esta dltima
GEnERATIad. 5 03 ., I A el pac tod % £, (e 20 m
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¥, por ser A integro, x = xe. Lucgo e cs clemento unidad a la derecha y,
segin ejercicio V, 1, es clemento unidad de A. En lo sucesivo lo indicaremos
con 1.

Si x es una unidad existe x’ € 4* tal que ¥’ x

1, de donde
90 < gx' %) = (D),

¥ ) = p(1)- Rec(procmenu, () = (1) implia a existencia de un in-
verso a la izquiere px 4 7, con g(r) < (), es imposible.
Segl.\n ejercicio V, 1, ¥ ¢ inverso de x, y  ¢s una unidad.

Supongamos que para un par (4, b) de clementos de A* s tenga g(b)
= q(ab). Existen entonces g y r tales que b = qab +r, con r =0 0 p(r) <
< (b). No puede ser r # 0, porque esto implicaria r = (1 — ga)b,
de donde g(r) > ¢(5). Luego r =0, y g cs inverso de a.

Reciprocamente, si a s inversible y si a’a = 1, las desigualdades

@(b) < plab) 'y g(b) = ¢(a’ ab) > g(ab),

implican @(b) = g(ab).

2° Sea I un ideal a la izquierda de A. Si I=(0), I=A0. Si I# (0),
sea ¢ un clemento no nulo de  tal que p(c) sea minimo. Es claro que Ac < 1.
Reciprocamente, para todo x € I existen q y r tales que x , conr =0
0.¢(r) < glc). Puesto que r = x—gc € L, # Ocs Impﬂﬂbl:. de donde x € Ac
el=Ac.

Dados a y b no nulos, existen, pues, d y m tales que

Aa+ Ab = Ad, Aar Ab = Am.

‘Entonces se verifica inmediatamente que
a) los divisores a la derecha comunes @ a y b son exactamente los divi-
sores a la derecha de d,
los multiplos a la izquierda comunes a a y b, son exactamente los
milltiplos a la izquierda de m,

) poniendo a = a, d, b= b, dy d = pa + gb, se obtiene

agb=(1—ap)a, bpa=Q1—bab

Puesto que p y ¢ no son ambos nulos, uno al menos de los elementos
ayby by pa es un milltiplo a la izquierda no nulo de a y b.

s..pnngmm que a=bg+r=qb+r,conr=00¢0) <eb)
0 gr) <
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Si ry ¢’ son distintos no nulos, g(r —r') = ¢l(¢’ — g) b] > p(b) contra
(Gy). Se tiene un resultado anﬂlcgo si uno de los clementos r, r es nulo, de
donde, puesto que A es inte 3

Ko el geupo de unidades de 4, a y b dos clementos disinios da
K*. L condicion () implca g(a—b) = (1), lucgo a—b < K
demuestra que K = K* U {0) ¢s un grupo aditivo, y por consiguiente un
cuer

rpo.
Supongamos ahora que a y b son dos elementos de A* tales que
@) < ¢b).

nces, #0. (C) mpl.u 90 < 90, L desgualdad csricta
esimpostbl,en i) o . Se tiene, pues, ga— b) = ¢(b).

ndo sacedee quo A = K. Pos phsi et o 2 com alors
enteros, no es constante sobre A*, existe al menos un & € A* tal q

#& > o(1)

y quela dmigualdnd estricta ¢(a) < ¢(¢) implique ¢(a) = ¢(1). La sucesion
de los (&) es entonces estrictamente creciente, luego no acotada. En efecto,
P& < q»(E’”’J por (Cy), y la igualdad para un valor particular de n implica-
Ha e

maeaion gis 4 soucid’oon o conjunto K[£] de las expre:
polinémicas de la forma

Qo+ @ &+ ot an 8 (@€ K).
Es claro que K[¢] < 4 y que
B+ €+ o+ 80 E7) = g7 Si 0y 0.

Para todo /'€ A — K existen f, € 4 y ay € K tales que f

LE+ 93
Ive & emprender la operacion y se llega, ai cabo

nes, a
S=at @bt ot and o & ek,
Si foir =0, fEKIE]. Si no, ¢(f) = w..., é"ﬂ) > g(§™). Existe, pues,

un 7y tal que fsy = O para todo n superi al a 7, y £ € K[E]. Esto ter-
mina de demostrar que A = K[¢].

Nota. El ejercicio V, 10, proporciona un procedimiento que permite cons-
truir anillos que satisfacen las condiciones (Cy), (C)) y (Cy), y también
anillos que no las satisfacen.
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Es claro que si ¥y ¥ son dos clementos de Z([x]] se tiene
wV V) = (V) p(V).

Por consiguiente, el conjunto de Inx% tales que (V) = 1, es estable para

Ia adicién y la multiplicacién. Es un subanillo A del cuerpo K de fracciones
de Z[[x]).

si s\]lponzmos @(V) =1y a(¥) =0, ¥ se escribe
Vool +ax+.+ax+.), aeZ e=zx1
Si se supone p(V) =1y a(¥) =a> 0, ¥ sc escribe
V=ex(l+ax+..+anx"+.), a€Z e==%1
La serie formal 1 + @, X + ... 4 @, x" + ... es inversible en Z[[x]] (véase
ejercicio V, 10, o el punto 2.%). Resulta que fi donde ¢(V)

1, puede
escnblrse *'0;, donde fi€Z (con la eor\vcncldu X =1)y UeZflx]). Si

U #0, se puede imponer o(U) = 0. La escritura x° Uy de un el:mtnm no
nulo s entonces tinica, y permite prolongar la funcién ¢ al anillo 4 poniendo

7 Uy) = p(U).
Es claro que en A se conserva la propiedad gV V) = g(V") ¢(V").
2° Pongamos
U= % wxr, =% v w0,
et e
Las igualdades

Yo Wi+ ¥y Wy - oo Ve Wk e Y Wy

permiten calcular paso a paso los coeficientes racionales

Wou ey Wiy o
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tales que Ia serie formal
w=3 e Q<N
verifique la igualdad U = V.
(Scﬁdemc- que si v = = 1, s decir, si (V) = 1, 105 , son todos en-
Suponpmos Wop Wiy o Wiy €NLEIOS Y Wy 1O entero, Las igualdades (1)

demuestran que €l producto v wi s entero, luego también g(¥)wi.
Entonces wy se puede escribir

=t b,

rGN
donde w} es Ia parte entera de wi y A un entero natural tal que 0 < h < p(V).
Pongamos
P Wy o X o Wiy ¥R

La serie formal 7= U— PV es de coeficientes enteros, y su primer
coeficiente no mulo es V(’;’,) (cocficiente de x¥). Se tienc pues a(T) = k,

W) <),
3° Sean Uy=x"U, ¥, =V dos elementos de 4,
(@ ez, U, VeZIH) ¥, # 0, of) =

Entonces son posibles dos casos:

@) Existe W e Z[[x]] tal que U = VW. Entonces Uy = ¥, W; con

Wy =x? Wed;

b) Existen un polinomio P y una serie formal T de coeficientes enteros
tales que

U=PV+T, ¢T) <o)
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Entonces Uy = P, ¥, + T, con
=xPPed, Ty=x"Ted y ¢T) =¢T) <g(¥) =gV

El anillo 4 es, pues, cuclideo.

15

1.° La igualdad 2 —dy?* =0, donde x, y € Q, implica x = y =0. En
efecto, ella implica, si se supone y # 0, la existencia de dos nimeros naturales
P, g, primos entre si, tales que p* = dg?, y todo factor primo de p figuraria
por lo menos al cuadrado, en la descomposicién de d en factores primos.
Anilogamente, la igualdad x + ya =0 implica x = = 0. En efecto,

B —df = (x + ya) (x—ya).
Se verifica inmediatamente que los conjuntos considerados son en efecto

subanillos del cuerpo de los complejos, y que todo elemento no nulo de la
forma x + ya (x, y €Q) admite como inverso

X+ya=

P

donde ¥, ' €Q.

siz
ducto es

‘)@, 2 =x" +)"a, son dos elementos de Qla], su pro-

F =X Y Y Y *a,
de donde

NE@ 2') = (' %"+ dy' P — dlx' y* +y P =
= (2 —dy?) (" — dy) = N(Z) NG").

'y " son elementos de A, N(z) y N(z') son enteros relativos. Una
necesaria para que 2’ sea inversible en A es que N(z) divida a
luego N(z) = - 1. Reciprocamente, si N(z' +1, el in-
verso de 2/ en Qla] es e(x' —y'a), y 7' es versile en 4. Las unidades de
se caracterizan, pues, por N(z) = + 1.

2° Seanz =x + ya un lemento de Qlal, x' ¢ )’ dos entcros tales que

1<h ly—yi<d
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Entonces z' = x' -+ )'a s un elemento de 4, y

Ne—2) = (x—xP—diy—y).

1 0—2, Nz—2) es positivo 0 nulo, y ademés
Ne—2)<i+2-3<1
Sid=203,—} < Nz—2) < 4, de donde | Ne—2) | <1.
Sia+buy u+ va son dos clementos de 4, el segundo distinto de cero,
si

atba
wta

=z¢4,

se tendrd z = 2’ +r, con | N(r)| <1, es decir

@ ba = (u-+va) (x' + ) @) + rlu -+ va),

con rlu +ve) €A y | NIrtu + va)] | <| N+ va) |-

Por tanto el anillo A es un anillo cuclideo.

Nota. Se demuestra que el anillo 4 es también euclideo para otros valores
de d. Pero no lo s siempre: asi, sabemos que o es euclideo para d = — S5
(texto: IV, 6).
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1.2 Seaba #0, 4, be A. Fl conjunto de los x de A tales que xa =0,
es un ideal a la izquierda de A, que no contiene a b, luego diferente de 4,
¥ por consiguiente reducido al elemento 0. Luego a no puede ser divisor de
cero a la derecha

El ideal a la izquierda Aa no es nulo, pues contiene & ba. Luego Aa = 4,
y existe e 4 tal que a = ea, de donde a faye—ea=0lo
que implica e = et.

x€4, es xa=xea, de donde (x—xe)a=0, y x=xe.

Luego e es elemento unidad a la derecha. El conjunto de elementos de la
Fifink 2 ) el & 18 e, Lo S0 oo L o s i e 64,
al —ec, de donde e = et = elc—ec) = 0, =
contradiccion con ba # 0. Se tiene pues L = (0) es deci, x
es elemento unidad bilitera.

x, de donde e
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En fin, todo x no nulo es tal que x = ex # 0 de donde Ax = A. Posee,
‘pues, un inverso a la izquierda. Entonces A* = A — {0} es un grupo (texto:
10, 2) y A es un cuerpo.

2.5 Si todo producto de elementos de A es nulo, A seré conmutativo,
y sus ideales serén los subgrupos de su grupo aditivo. Sea a # 0, a e A. EI
Subgrupo aditivo engendrado por a coincide necesariamente con A, y
finito de orden primo, pues si no contendria subgrupos aditivos s Ay

17

Sean 1, J dos ideales a la izquierda de A.

Supongamos 1 ¢ J y J ¢ I. Existen entonces elementos i, j de 4 tales
que iel, i¢J, jed, j¢l

unién de dos partes multiplicativamente licitas a la izquierda es

también una parte multiplicativamente licita a la izquierda, lucgo es un ideal
a la izquierda. Resulta que i +j € /U J. Pero si i +j €, se llega a la con-
tradiccion j € 1. Lo mismo, es imposible i +j & J. Luego, uno de los dos
ideales a la izquierda I, J contiene al otro.

18
1° La propiedad es cierta para n = 2. Supuesta verdad para n =k,
sean x ¢ y dos clementos de A. Si, por ejemplo, (x} < (y}, oxisten reZ
y acA, tales que x =ry + ay, de donde

xy —yx = (ay —ya) y € A*¥.

Una consecuencia interesante es 1a siguient
tente, es decir, un entero n tal que A"
dicién del enunciado, el anillo 4 es conmutativo.

Si el anillo A es nilpo-
(0), y si satisface a la con-

2° Sca P una parte multiplicativamente licita a la izquierda de A.
Si %, y son dos elementos de P y si, por ejemplo, Ax < Ay, existen dos ele-
mentos u, v de A tales que x =uy, y =, de donde x—y = (U—"),
luego x — y € P. Por tanto P es un ideal a la izquierda.

Nota. De lo anterior y el cjercicio precedente resulta que si los ideales a la
izquierda principales de A constituyen un conjunto totalmente ordenado, y
si x € Ax para todo x € A, entonces los ideales a la izquierda de A consitu-
‘yen también un conjunto totalmente ordenado.

Supongamos ahora A conmutativo. Para todo elemento no nulo x de 4,
existe u € A tal que x = ux.
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vxox =

S8 s it i il e 4 existe v e A tal que
=v=y#0.Si #0. Luego u

Siy =%, = W, o= xu
no e diviser de ceto.

it et que e Seene entones, e todo £ < 4, uet—1)=0,
de donde et = 1, y e es elemento unidad de

19

1. Es claro que A; (i = 1, 2) es un subanillo de 4 isomorfo a B;. Esun
ideal bilétero de A, pues se tienen las igualdade:

O ) (31, 0) = O %, 0) € 4y,
(53, 0) 0379 = (13 0) € Ay,

¢ igualdades anilogas concernientes a los lementos de Ay

Sea g, un ideal a la izquierda de A, Es también un ideal a la izquierda
de 4, pues

A=A+ Aoy = Ao S o

Se ve del mismo modo que un ideal a la derecha de A, es un ideal a la derecha
de A. Propicdades anilogas tiene

> El elemento unidad de A se escribe e = g + & donde (i =
es elemento unidad del subanillo 4,

La existencia de una descomposicion g = g, + &, donde g; es ideal a la
izquierda de 4, resulta de la distributividad de la multiplicacion de ideales
a Ia izquierda respecto a la adicion:

,2)

8 =Ag = (4 + A)g = Ao + Ayg.

1,2), g es cfectivamente un ideal a la izquierda

e
La unicidad resulta del hecho de que los productos 4, 4, y 4, A, se re-
ducen al elemento 0: i g =g + 6 se tiene o] = A,g y o = Ay, es decir

0=t =0

Supongamos g = (a} = A¢. Entonces, poniendo a = a + a (a € ),
se tiene

=+ A) (m+ o) =hay

Ay,
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s decit o = Ay ideal 3 izuirda rincial. mversament, si suponemos
! ty, queda claro que g, + 6, € Al + aa) ¥ que todo ele-
ot de e e 3 1 Tnqiseda, o sc o I Forma B &+t pertoncs
g, + g Que por tanto es principal.

3° Sea f el homomorfismo cannico A — A/m.

Todo elemento y de f (4) es de la formay, -+ 75, dondey; €/ (4) (i = 1,2).
Esta descomposiion s inic, pues 0 =J(e) +/(a) implica ¢ + 0 €m,
o sea g em y /(@)

por ejemplo, es nulo, en virtud de 4, 4y = 0. Luego f(4) ¢s isomorfo
al ‘anillo producto f(4y) X f(4g).

La restriccion de f a A; es un homomorfismo cuyo nicleo es m N Ay,
es decir, m,. Luego f(4;) s isomorfo al anillo cociente Aqfm;

Puesto que A es conmutativo y tiene elemento unidad, m cs un ideal
maximal si y solo si A/m es un cuerpo; es un ideal primo si y s6lo si Afm es
fintegro; s un ideal primario si y s6lo si A/m s6lo admite divisores de cero que
sean_nilpotentes.

Sim, # Ay my # Ay, las imigenes en f(4) = Afm de los idempotentes
61 t s0n divisores de cero no nilpotentes, y m o puede ser ni primario, i
p\‘lmo. ni maximal.

Si, por ejemplo, 1y = Ay €s claro que £ (4) s un Nullo isomorfo a f (4y),
es decir, Ajm = Ay/m,. Luego m es maximal (respectivamente: primo; pri
mario) si y s6lo si uno de sus componentes es un fdenl mavimal (respect
primo; primario) siendo el otro el ideal unidad del anillo 4; correspondiente.

20

1.2 Sea U el grupo de unidades de A. Todo ideal propio a es disjunto
de U en efecto, si xean U, y si x7 es inverso de x,
Resulta que si el complementario de Uen A es un ideal, s el elemento mi-
ximo del conjunto de los ideales propios.

ocamente, si A admite un ideal propio méximo m, y si a no
inversible, ¢l ideal (a) cs propio, de donde () < m, y a €m. El conjunto de
elementos no inversibles de A es, pues, un ideal.

2.° Supongamos que existe en el anillo casi local A un elemento ftal que
I=r [#0, f#e
La igualdad f = * se escribe /(e —f) = 0. Entonces ni / ni e — son

inversibles, ni tampoco su suma, ¢, lo que contradice la hipdtesis. Luego 0
¥ e son los tinicos elementos idempotentes de A.
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32 Supongamos que el conjunto de los ideales principales de 4 sca
totalmente ordenado. Sean @ y b dos elementos no inversibles de A y x un
elemento cualquiera de A.

xa no es inversible, pues x'(xa) =
x'x

Si, por ejemplo, (b) < (a), existe y tal que b
sible licgariamos  una contradiccion, pues f (a— b)

significaria que a tiene como inverso

Siab e oy
significa

(a— ya) = tle—))a

de donde a tendrfa inverso, ife— ).

Los clementos no inversibles forman, pues, un ideal, y 4 es casi local.

4° La hipdtesis m = (m) implica m" — (") para todo entero natural 7.
Sca a un ideal propio, luego no nulo, de 4. Si a ¢s un clemento no nulo de o,
no pertenece a todos los . Existe pues un entero a > | tal que a e,
a¢moH, luego existe un x € U tal que a'= xme. Sc tiene entonces m* =
= (m = (a) < 0, y a es Ja unién de los m" con los que tiene clementos comu-
nes. Como el conjunto de los w7 es una cadena, o es una potencia de m. El
anillo A es en este caso un anillo principal (texto: VI, 3).

Supongamos ademds que 4 e incgro, ¥ sca K su cuerpo de fracciones.

IZd

Si x s un clemento no nulo de K, es x =, donde a =a’m, b

(@, b’ € U; e, B enteros naturales, con la :nnvem:lén m
> f implica x € 4, y que < f implica x* € A.

€). Es dlaro que

Ejemplo. Sean k un cuerpo conmutativo y A = k[[x]] el anillo de las
scries formales en una indeterminada x con coeficientes
™) =a, ; @3+ + @, X" £ .. es un clemento de 4, /(x) e
si ag # 0 (ejercicio V, 10). El conjunto de clementos no
inveriles e pues o st () y A 4 as local
La interseccion de los (x") es el ideal nulo, y el anillo 4 es integro, luego
son aplicables los resultados del apartado 4.°. En particular, todo ideal no
nulo s de la forma (x*).

2

Si x, y son dos clementos de A que suman e (clemento unidad de A),
uno de los dos al menos, es inversible.

1% La condicién distributiva, aplicada a los tres ideales (a), (), (a—b),
implica

@=@n () +@—b =@ E)+ (@0 @bl



168 ANILLOS

Existen pues u € (@)1 (5) y we (@) N (a—b) tales que a =u+w. Se
puede escribir w = va— ), con vb € (a)
Si v es inversible, se tiene por ello b € (a). Si no, e— v es inversible, y

ae—v) =u—bve(®)

implica a (). Resulta que los ideales principales constituyen un conjunto
totalmente ordenado, lucgo también todos los ideales, segin ejercicio V,
18, nota.

2° Queda claro que

ab €(a) (a,5) 0 () (@, ) = [(@) ~ (b)) (a, b),
1o que demuestra la existencia de x, y € (a) 1 (8) tales que
ab=xa+yb.
Existen x, )’ € 4 tales que x = bx', y = ay, de donde
able—x' —y) =0
¥ puesto que A4 es integro, X'+’ =e.
Si ¥ es inversible, b € (x) < (a). Si no, ' es inversible y a € () € (b).
La demostracién se termina como en el apartado 1.°
2
1° De la definicién de centro de un anillo, resulta que a) implica 5).
Para demostrar que 5) implica c), es suficiente (ejercicio V, 1) demos-
trar que e es tnico elemento unidad a la izquierda de B. Es claro que para

todo x € B, x =ex. Si f fuese otro clemento unidad a la izquierda, seria
idempotente, de donde,

S =fe=e

<) implica d) pues, para todo x € B, x = ex = xe = exe, de donde
eA € ede. Como ede < ed, se tiene B = ede. Un clculo anlogo demuestra
que

B = e =ede,

de donde ede = ed = ad.
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En fin, d) implica a), pues para todo clemento y € 4, se tiene ye € B,
ey B, de dondc ey = eye = ye.

2° ) Si g es un ideal a la izquierda de B, la igualdad ey = g implica

A3

A =By

¥ es un ideal a la izquierda de A. Se puede seialar que un resultado anlogo
Sc obtiene para un ideal a la derecha o bilitero.

) Sca yeA. Pongamos b =ey=eye — tonces
ec = ce =0, lo que prueba Ia posibilidad de la ﬂesl:amposlclbn. s

),
—epyelcd —c) =

y=btec=bitc (BbcBe=ce=e =ce

elelementop = b— — c pertenece a B, de donde,
=0, lo que demuestra la unicidad de la descomposicién.

23

12 Puesto que / no es el ideal nulo, contiene polinomios no nulos. El
conjunto de los grados de estos polinomios es una parte no vacia del con-
junto N de enteros naturales, luego admite un clemento minimo «. Al menos
es t = 1, pucsto que ¢ = 0 significaria que 4 1 /1o es el ideal nulo.

2 Laigualdadfg = Oimplicaa, b, = 0. L bO<i<n)
no son mulos, sino se tendria bf=0, es decir beAnl Los polino-
mios g —ag (0 < i< n) no son, pues, todos nulos. Sea ¢ ¢l mayor de
los indices i para los que g; # 0.

Esté claro que g€ L. Si g = n, ¢l grado de g, cs inferior a ¢ en virtud de
by =0; si g <n, 10s POiNOMIOS Zqty, - g SON Mulos, y la igualdad

0=

=l + @y X+ . + G X g + XM gouy + o+ X0
implica ag by = 0, es decir, que el grado de g es todavia inferior a 1.

Estos resultados se contradicen con la definicién de 1. Luego, 10 4 = (0)

(0), es decir, J # (0) implica /" A # (0), lo que se pucde enun-

ciar del siguiente modo: si /'€ A[x] es divisor de cero, existe un clemento no
nulo ceA tal que ¢f =0

%

es irreducible, y si xy € (p), existe ac 4 tal que xy = ap. Segin
1a condicién de Gauss, p divide al menos a uno de los clementos x, y, luego
uno al menos de estos elementos pertenece al ideal () que por tanto es primo.
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Si p no es irreducible, es producto de clementos irreducibles
P=ppepr k32
En este caso, ninguno de los p;(j = 1,2, ..., k) pertenece a (p), mientras
que su producto pertenece a (7). Luego (p) no es primo.
2

17 Si ¥ es el radical del ideal o' de A', esti claro que se tienen las
equivalencias siguientes (2 designa cl radical)

xef() /() ¥ =@ eN) /(] eo’
< @xeN) /() €d’ < @x e N) 2 €/ Ha)
< xeRU)

Por tanto, f)(¢) es el radical de f(«).

Supongamos o' primo. Sean a, b € 4, tales que ab € f~(a'), a ¢! (a').
Entonces

Sflab) =f@fB)ed, fla)¢a,
luego /(8 €’ y b &f-¥w); por tanto /&) es primo.

Supongamos o’ primario. Su radical ¥ es primo, y f-(r) es el radical
(primo) de f-}(a'). Sean a, b € A tales que ab &/~ (v), a ¢ /(¥). Entonces

flab) =fl@)fB)ed, fla)¢r,

luego f(b) €0’ y bef(«); luego f)(«) es primario.
2.° Para cualquier ideal i conteniendo a u, sabemos que.

POl

ongamos, para a 2 1, o = /(a), ¥ =R(«). Segin hemos visto en 1.°,
el radical ¢ de o = f-1(3') es 1), luego

= AN =10
¥ /() es efectivamente el radical de /().
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Supongamos o primo, y sean @', b’ € A" tales que
1@, d'¢a.

Existen entonces a, b e A tales que @' =/(a), b’ =/(b).
Las relaciones ' ¢’ y @' b’ €, implican a ¢ o y abea, puesto que
a2, luego bea de donde b ea’; por tanto o’ es primo.
cal « contiene también
© o ol rel e ¢ = (0 Adends
¥ es primo. Sean @', b clementos de A’ tales que @’ b’ €, ' ¢ ¥. Existen
b A e que & =@, B O S s entonces

dbed

agy, abea

luego b €, lo que implica b €4'; luego o' = /() es primario.
3.° Por ser un cuerpo conmutativo un anillo factorial, los anillos Q[x]
¥ Qlx, y] son factoriales (texto: IV, 6, teor. 5).

Elpolinomio x‘+y’~ e nteducible en Ql, ] (eercico V, 11).
Por tanto el ideal — 1) es primo en Q[x, 3] (¢jercicio V, 24).

La aplicacion de Q[x. 1 en QU] definida por

h(x, y) = h(x, 1)

o v Somortorfemo cuprayenivo da il en ol sl b fmagen de sl
primo b es el ideal p’ = (x2), que no s semiprim

4° Sea p = (p) un ideal primo del anillo principal ¢ integro A. En-
tonces p es irreducible (ejercicio V, 24). Si (n) =, y si (d) = (n) -+ (p), d e
divisor do . icgo e 0 bie uak wmidad o biss ua demen ssociado.8
Si d es una unidad, existen , v€ A tales que un + vp = e, elemento
unidad de 4, de donde /() f(p) = ¢, :Im:mo unidad de A'. Entonces
S (p) es inversible y /(5) = A" es efectivamente primo.
i d es asociado a p, es p divisor de n, de donde n by f () s primo
segin lo establecido en el punto 2.%

26

Si el ideal o estuviese contenido en el p; tendriamos

as(Mlp)san(Nm)=
iei i

P

de donde, puesto que las b no estin contenidas en el ideal primo b, a by,
contra la hipétesis. Lucgo o ¢ bi.
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Para cada i existen pues x; €, X, ¢ p;. Puesto que X, pertencce a todos
los vy distintos de p, la suma x no pucde pertenccer a ninguno de estos ideales
primos. Como x; €. se tiene x € a.

2° La cuestién precedente demuestra que si a < U, existe al menos.

)

un indice iy tal que e < b, dado que dos cualesquiera de los b, no scan com-
parables.
Pero el caso do una familia finita cualquiera 7 de ideales primos de 4,
e leva ficiments o caso particular estudiado on 1o 1., educiendo 5 & 513
elementos maximales.

27

Siendo m ideal maximal de 4, el anillo cociente Afm =4 no admite
‘ningin ideal propio. Segin ejercicio V, 16, son posibles dos casos:

1° Si se pueden encontrar dos elementos de A cuyo producto no sea
nulo, es decir, dos elementos de A cuyo producto no esté en m (4 & m),
entonces A es un cuerpo, y por tanto m es Primo, lucgo es primario.

2 Si todo producto es nulo en 4, os decir, si 4*  m, queda claro que.
m es primario (xy €m, x ¢m implica * €m). Siendo A el radical de m, no
es w ideal primo.

Luego m es primo si y solo si A2 ¢ m.

%

a e, todo monomio ax® pertenece a (o), luego todo polinomio
con v:a:ﬁcxemzs tomados en a es clemento de ¢(a).

iprocamente, si f(x) € ¢(a), existe un mimero finito de elementos
@y s i G & 7 d volaomior (), . £:(x), de Al] tales que,

S = @) + o+ a8,
Ordenando f (x) segin las potencias crecientes de x, por ejemplo, es claro
que todos los coeficientes obtenidos serén elementos de o

2° Lainclusion a  g(e) 4 es evidente. La inclusion opuesta resulta.
del punto 1.° Por tanto vale Ia igualdad.

3.2 Es claro que ¢ es una aplicacion creciente del conjunto de los idea-
les de A en el conjunto de los ideales de A[x]. Se deduce inmediatamente,

7o) +ol) S g+, #n o) S @) 9o, 0 9l N ) S glo) N gle):
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Reciprocamente, supongamos / (x) € ¢(a; + a). Los coeficientes de /(x)
estin, pucs, en o, -+ 8, y f (x) es [a suma de un polinomio £i(x) € p(e;) ¥ un
polinomio f(x) € p(cy), de donde la igaldad
o) + plag) = por + a9).

Supongamos ahora /(x) € g(e) g(e9; /() es una suma finita de pro-
ductos de la forma f,(x) /(3), donde £,(x) € (s), /1) € (e); los coeficientes
de f(x) son, pues, sumas finitas de productos 4, a, donde a, € ¢, a; € 1, de

S@eplo) v plo) = p) gl

Supongamos en fin /(x) € ¢(a) N g(). Los coeficientes de f(x) estin,
pues, en (¢ N o), de donde

S@egmne) Y ¢len o) =pl) N ).

45 Puesto que o < ¢(a), queda claro que o s primo en cuantolo sea g).
Reciprocamente, supongamos a primo,

SO er@), SO e, g) ¢ 9.
Se puede entonces escribir,
SO =) + 5 i), 8() = 8(x) + x*gi(x),
con
S ep@),  g¥ ep), LX) o), a0 ¢ o),

con todos los polinomios eseritos ordenados segin las potencias crecientes
de x, con £(0) ¢ 5, &(0) ¢a.

Se tiene entonces

S(x) 8x) =£o(x) &%) + 3 £1() 2x) + 5 o) &) +
+ xR f00) £4(x) € pla),y

de donde f,(x)gi(x) € ¢(e), 1o que contradice la d:ﬁmcmn d: /'(x) ¥ &),
uego (o) es un ideal primo de Alx] si a es ideal primo d
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2

El subgrupo aditivo engendrado por By e es ¢l conjunto de elementos
ne+b(nZ, beB). Es un anillo, luego coincide con A. Resulta inmedia-
tamente que B es un ideal de A.

1.° Un clemento b de B engendra en A el ideal principal 4b, conjunto
de clementos de A que son de la forma

(ne +b)b=nb+b'b(neZ b eB);
ideal que por tanto coincide con el ideal principal engendrado por b en B.

Si b es un ideal de B, contiene pues al ideal principal engendrado en A
por cada uno de sus elementos; b es por tanto una parte licita en 4. Como
es un subgrupo aditivo, es también un ideal de A.

2 Si Bes un ideal de A, es an B = o’ un ideal de A, luego también
es un ideal de B. Supongamos que ¢’ admite, como ideal de B, una base
{by, -, b, }. Entonces, o’ = Ab, + ... + Abs.

Sca & el conjunto de enteros 7 ¢ Z ales que existe un b & B para ¢l cual
ne+bea. Es claro que @ es un ideal de Z Sea by € B tal que
Xo=by+meea

Para todo y = ne + b € o, existe g < Z tal que n = gn,, de donde

Y — %o =ne +b—qlmge + b) =b—ghy€a’.

Esto demuestra que a admite la base { %, by, . by} .

3.2 Sipes un ideal primo no nulo de A, »' = B es un ideal de B
no nulo, pues contienc al producto Bb # (0), ya que B # (0), b # (0), siendo
fntegro. En fin, p' e primo, pues con by, by € B, by by €y’ implica by b,sa,
luego by €y’ 0 bye

3
Lo Puesto que x b, x ¢a, se tiene Ax S 5, Ax ¢ 5, de donde
acatAxsh
lo que implica b = a + Ax, puesto que b cubre a a.

Lo mismo, ax €, ax ¢ o, implica b = a + Aax.
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La definicién de m implica mx < o, de donde x €a:m. La inclusién
S atmes en efecto estricta, puesto que x ¢ o.

Demostremos finalmente que el anillo cociente A/m es un cuerpo. Sea
@ Afm, no nulo. Sea a ¢ m un representante de a. Se tiene entonces ax ¢ e.
La igualdad

b=a+ dax

implica la existencia de un o’ € A tal que x —aa’ x € o, es decir, e —aa’ €m.
Resulta que a es inversible en A/m, que es pues un cuerpo, luego m es un ideal
maximal de A.

2° La hipdtesis x co :m implica mx € o, de donde mAx S a y
mEaidr

a2 Ax no puede ser 4, porque de serlo se tendria e €a : Ax, de donde
Ax< ayxeq lo que contradice a la hipotesis. Por tanto, si m es maximal
se tiene m = a : Ax.

Sea ¢ un ideal de A tal que a< ¢ S o + Ax. En ¢ estin los elementos de
la forma ax + b, donde a € 4, bea, ax ¢ a (de donde a ¢m).

Puesto que m es maximal, a ¢ m implica m + Aa = 4, y existen m €m,
te A tales que e =m + fa. Por consiguiente, x = mx + fax, mx €., luego

xeatdaxce

ya+Ax< g lo que demuestra que a + Ax cubre a a.






CAPITULO VI

Ideales primarios
Anillos ncetherianos
1a 11 de este capitulo se refieren esencialmente a las pro-

Ias intersecciones de ideales primarios;
en ellos no se utiliza la condicién netheriana.

Enunciados

1

En ua ollo conmytaive, s considesa los ideales ligados por las rela-
Jn s P-primario, y si J' ¢ P, entonces [ =

2

Sea  un ideal el anillo A conmutativo y unitario. Se supone que 7 : Ab
es P-primario y que b ¢ P. Demostrar que

=(I': Ab) O\ (I + Ab).

3

En el anillo Z[x], demostrar que el ideal P = (2, x) es maximal. Demos-
el (4, x) es P-primario pero no es una potencia de P.

4

an K un cuerpo conmutativo, £ un espacio vectorial sobre K de di-
‘mension infinita. Se hace de A = K x £ un anillo, poniendo

(a,%) (@, x) = (aa', ax’ + @' x).

2 Bows
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Demostrar que todo ideal distinto de A es primario, pero que 4 no es
‘netheriano.

Sea A un dominio de integridad, y sea d € A tal que P = Ad sea primo.
Demostrar que para todo n > 1, Ad™ es P-primario. Para demostrar que cl
aserto no se sostiene cuando A no es integro, se tomaré A
=Kx 1y =063 x).

6

el anillo Kx, 3, 7] encontrar una descomposicién normada en ideales
primarios de I = (x, ) (x, 2).

7

A un anillo conmutativo unitario. Se supone que los ideales primos
que contienen a un ideal dado / son en némero finito e incomparables. Si P
€ primo y contiene a /, demostrar que

Q={(x|3s¢P sxel}

rimario. Deducir que 7 posee una descomposicion normada en prima-

K[x. y’ z]

En el anillo B = , sean , 7, 2 las imégenes de x, y, z. Demos-

, 2 na descomposicién primaria normada
. Cull s Ia componente ailada?

9

En el anillo K[x, 5] de polinomios de dos variables y con coeficientes
en un cuerpo K conmutativo, se consideran los ideales siguientes,

A=) D=0, P=x)), d=0c%4y+n),
donde 1€ K.
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1.° Demostrar que 7 es un ideal maximal y que <, es -primario.

POt =PP.

2° Verificar las relaciones o

3.° {Cuil es la interseccién § de los ideales cf; cuando 1 € K? Demostrar
que 9 es -primario y que <{

10

Sea A un anillo conmutativo unitario. Si <{ es un ideal y S una parte
multiplicativamente estable (conteniendo al elemento unidad), se escribe

Se={x;3seS sxel).

1.° Suponemos que <{ admite una descomposicién normada en ideales
Peprimarios, a los que lamamos 0;: 51 = 0,1

Demostrar que i S P — o para i <m, y SN P, # o para i> m,
entonces <ly = Q) M ... A Qm €5 un componente aislado.

2.° Reciprocamente, si ... " O, constituye un componente ais-
lado de <, demostrar que existe una parte estable S tal que <7y = Q) .. 0 O
(Utilizar el ejercicio V, 26

1
Sea A un anillo conmutativo unitario.

1.° Sea I'un ideal e A, I # A. Sea P un ideal minimal entre los ideales
primos que contienen a /. Demostrar qu= Iy={x; u¢P, xucl}esun
ideal comprendido entre 7y P. Sea x € P,y S={x"v; n€ N, v¢ P}. De-

mostrar que § es una parte muluphcauvzmemz estable, y que ST # .
Deducir que 7, es P-primario.

2° Seaa€ed, no dlvlwr de cero. Sea P un ideal minimal en el conjunto
de los ideales primos que contienen a a. Demostrar que P es también minimal
en el conjunto de los ideales primos que contienen a /= aP, y que a ¢ Iy
i P no es maximal, sea ¢ P tal que P+ Ay # A. Demostrar que el

ideal Q = I, + Aay tiene por radical Py no es primario.

3. Se supone que en 4, todo ideal de radical primo es primario. Demos
trar que todo ideal primo e maximal o primo minimal. (Se puede advertir
que la propiedad atribuida a A se transmite a todo anillo cociente.)
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2

Sea A un anillo conmutativo integro que satisfaga la condicién de cadena
descendente. Si A # 0, demostrar que es un cuerpo. Deducir que, en un anillo
satisfaciendo la condicién de cadena descendente, todo ideal primo s maximal

igual al anillo.

1B
Sea A un anillo conmutativo, unitario y neetheriano. Sean / un ideal

cualquiera, P un ideal primo. Se considera I, = { y; 31 ¢ P, ty € I }. Demos-
trar que existe un b P tal que I, = 1 : Ab.

1

Demostrar que el producto A x B de dos anillos natherianos, es también
‘netheriano.

15
Se consideran un anillo unitario conmutativo 4, y un ideal 7 del mismo.
Sea ac A. Si a pertenece al radical de , demostrar que para todo elemento
b ¢1, existe ¢ € Ab tal que ¢ ¢ [y ac € I. Demostrar que la reciproca es ver-
dadera cuando A s natheriano. (Se puede advertir previamente que existe
un entero 7 tal que

Iian=T:a")
16

a I un ideal en un anillo conmutativo naetheriano A. Demostrar que
los ideales primos de la forma I : X son en niimero finito.

17

un anillo conmutativo integro y unitario, y K su cuerpo de frac-
ciones. Siendo P un ideal primo, consideremos el anillo

4,

{ﬂ;aeA, :EA—P}
¥

Si A es netheriano, demostrar que A, también lo es.
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18

Sea D un dominio de integridad unitario naetheriano. Se consideran
tres ideales <f, 73, )7 tales que {0 = U7y W # 0. Demostrar que of y
9 tienen el mismo radical (comiéncese por elegir una base de 7). Deduci
que un ideal de D, no trivial, tiene todas sus potencias distintas.

19

Sea D un dominio de integridad, unitario, netheriano.

1° Sea a un elemento no nulo. Sea b un elemento no nulo y no inversi-
ble. Demostrar que {; a € Db"} es finito.

2° Designando siempre con b un elemento no inversible, no mulo, sea I
un ideal no nulo. Demostrar que Jb.<  (inclusion estricta).

3.2 Sien el anillo D, todo ideal maximal es principal, entonces D es
‘principal.

2

Sean A un anillo conmutativo y © un ideal primario de radical P. Sea n
un entero dado. Se considera / = { x; 3d ¢ P, dx € Q" ).
1.° Demostrar que I es un ideal P-primario. Comparar /'y Q" cuando P
sea maximal.
2 e supons A neherano. Demostrar g uao de los deles g
normada de Q" es aislado, y es

el iinico. LCuAl es?

2

Sea A un anillo conmutativo y unitario.

1.° Sean [ un ideal y b€ A. Si I+ Ab ¢ I': Ab admiten una base finita,
demostrar que lo mismo s con 1.

2° Se supone que todo ideal primo de A admite una base finita. Demos-
trar que A s naetheriano. (Se puede considerar Ia familia 7 de los ideales
que no tienen base finita y demostrar que si 7 no es vacio admite un elemento
‘maximal)
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n

Sea A un anillo conmutativo unitario y neetheriano. Se considera un
ideal 99 del anillo A[x]. Sea <y ¢l subconjunto de 4 constituido por 0y los
elementos que aparecen como coeficiente director de algin polinomio de
grado n pertencciente a 3.

1.° Demostrar que los «{y son ideales y que slo hay un nimero finito
que sean distintos: cly, .., <l

2.° Para cada k < nsea {ay }; una base de ciy. Sea fi; un polinomio
de grado k que tiene por coeficiente director ay; y pertencce a 3. Demostrar
que %3 es engendrado por los fi;. Deducir que A[x] es natheriano.

23
Sea A un anillo conmutativo unitario nectheriano. Sean <{ un ideal y
B=0 4"
nen

Demostrar que )3 (3 (tomar una descomposicién primaria

1.
de (99).
2.° Demostrar que existe un a & <{ tal que (1 —a) 3 = (0).
Deducir
PB={xdacc,(1—a)x=0}.

3. Encontrar en qué casos 9 = (0).

%

Sea A conmutativo neetheriano. Sean X e [ dos ideales. Los ideales X : I"
forman una sucesion creciente, lucgo existe un k tal que X : [k = X : [¥1,
Se llama frontera de X por el ideal Xy = X : I%.

1.° Demostrar que X es primario si y solo si sus dnicas fronteras son
XyA

2° Deducir que las fronteras de X son exactamente las componentes
aisladas en una descomposicién normada de X en primarios. Comparar esto
con el jercicio VI, 10.
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250

s n anillo conmutativo, unitario, nestheriano, pero no integro.
Se supone que (0) es un ideal primario.

1° Demostrar que cl conjunto de los divisores de cero cs un ideal
primo P.

2° Demostrar que (0) : P es un ideal P-primario no nulo.

3° Sea Q un ideal P-primario contenido estrictamente en (0) : P.

Siae(0): P, ya¢Q, demostrar que Q M (a) = (0).

4° Si C# (0) demostrar que [(0) : ] C # (0). (Puede tomarse un
clemento maximal en {(0) : X; 0) # X € C})

5.° Demostrar que (0) es r-irreducible si y s6lo si no existe ideal P-pri-
mario comprendido entre (0) y (0) : P.

2%

Se considera un anillo conmutativo 4, neetheriano o satisfaciendo a la
condicién minimal. Se dice que < : 93 s un residual propio de < si 3 € 1,
siendo { y ) ideales cualesquiera de A.

1.° Demostrar que ( es un residual propio de <{siy s6losi of : (< : €) =

2y el:Co el

2° Demostrar que los residuales propios de <{ verifican la condicion
maximal.

3.° Demostrar que todo residual propio maximal de < es primo.

. Dotk e, o it vl i 6 Wkt primos. (Se
puede considerar un residual propio maximal de <f, sea P, lucgo un residual
Fropio do =1+ 9,y peocegaie I comstuccion)

P
Se considera un anillo conmutativo unitario A que satisface  una de
las dos propiedades siguientes:
@) A es netheriano y todo ideal primo es maximal.
) A verifica la condicién minimal.
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Mediante los cjercicios VI, 12 y VI, 26, demostrar que (0) es pro-
ducto de ideales maximales: (0) = m, .. mg.

2.° Demostrar que E; es un espacio vectorial sobre Afm;.

3. Demostrar que E; es de dimension finita.

4. Deducir que las condiciones « y f son equivalentes (utilizar el teo-
rema de Jordan-Holder).

28

4 un anillo conmutativo unitario. Un elemento p # 0 se llama in
visible cuando no es invertible y i p = xy implica x € Ap, 0 y € Ap. Si A
es integro, demostrar que esta nocién coincide con la nocion de clemento
irreducible.

indo A es netheriano, demostrar que todo clemento no nulo es
producto de elementos inversibles o indivisibles.

29

Sea A un anillo conmutativo unitario.

1. Sifygson dos idempotentes, demostrar que /g y 1—f son igualmente
idempotentes.

2.° Un idempotente e se dice descomponible si existen dos idempoten-
tes f'y g no nulos, tales que

Demostrar que entonces 1 —

Demostrar que dos idempotentes indescomponibles distintos tienen
producto nulo.
4.° Si A es natheriano, demostrar que todo idempotente es suma de
idempotentes indescomponibles. Deducir que A es isomorfo 2 un producto
de anillos neetherianos unitarios en los que el elemento unidad es un idem-
potenteindescomponible.

0%

Se recuerda que un anillo principal es un anillo conmutativo unitario
enel e todo ideal s engendrado por un elemento. Consideremos un anillo
princi ivisores de cero y en el que 1 es un idempotente indescomponi-
ble (ejcrcl:ib VI, 29).
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1.° Demostrar que 0 y 1 son los Gnicos idempotentes. Si x* = ax"¥,
demostrar que a” 3" es un idempotente. Deducir que x es inversible o también
que X7 =

) tales que a; = pagiy Y am ¢ Ap.

3 Demostar que clideal {y; y ¢ Ap™+) s idéntico a 4. Deducir
Quop =, oo quo ph = 0 il < 4, e que | 3 8 fver:
i para todo % €4 (considércse 1 x .

clementos no nulos, salvo a, =

4 Demostrar que todo elemento que no pertenece a Ap es inversible.

Demostrar que todo elemento indivisible es el producto de p por
un elemento inversible. Deducir que los ideales de A son los Ap 0 < k < m)
¥ que su mimero es exactamente 7



Soluciones

1

Se tiene evidentemente 7S X1 X' Sea x & X X', Tomemos teJ’
tal que 1 ¢ P. Se tiene tx€J' 0 X' = I < J. Si J es P-primario resulta x € J,
luego xeJAX =1,

2
Se tiene evidentemente 7 < (7 : Ab) N (I + Ab). Si x + 2b €1 : Ab, con
xel, se tiene xb + b2 € I, luego Ab* €1, s decir, Abe ' Ab. Pero I': Ab
es P-primario y b ¢ P, luego A €1 : Ab. Por consiguiente 2b € I, luego

x+bel

3

Consideremos ¢l homomorfismo de Z[x] sobre Z que aplica todo poli-
nomio sobre su término constante y el homomorfismo canénico de Z sobre.
Z)(2), que es un cuerpo. Es evidente que P = (2, x) es el niicleo del homo-
morfismo compuesto, luego es maximal. Se tiene

PP=(4,x%2x)c @, x)<S P
Las inclusiones son estrictas, pues 2 € P— (4,x) y x € (4, %), x ¢ (4, 2%, 2%).
Elideal (4, %) tiene por radical P, y es sabido que todo ideal de radical maximal
es primario.
4
Demostremos primero que los ideales distintos de A son de la forma

I={0}x ¥,

donde ¥ es un subespacio de E.
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En efecto, si un ideal 7 contiene un elemento (g, x) con a # 0, entonces
para todo (b, y) € 4 se tiene

&,y =(@x)(@tbaty—atbx)el

Si(0,x)€ {0} % E, se tiene (0, x)? = 0, luego (0, x) pertenece al radmnl
de I. Reciprocamente, i (¢, x) & (1), existe un n tal que (a, x)" e 1={0} x ¥,
lo que implica " = 0, luego a = 0. Asi, todo ideal propio tiene por radical
{0} X E. Si (@,x) (@, x)el, y (@,x)¢{0} x E, se tiene

@@’ =0 y ax+adxel.

Puesto que @’ # 0, sige a =0 y @’ x € ¥, luego x = (a)a’x € ¥, lo que
muestra que (,x) € 1, luego I es primario.

1o es neetheriano, puesto que sus ideales propios corresponden biyec-
tivamente a los subespacios de £ y éstos no pueden verificar una condicién
de cadena, pues si no £ seria de dimension finita. Se advertiré también que A
no tiene més que un ideal primo propio, que es ideal méximo en tanto que
ideal propio.

Supongamos que e Adny x ¢ A

Se tiene xy = ad". pwieescnmrywa' con i>0y ¢¢Ad. Por
tanto xed' — ad. No se puede tener n> { pues, simplificando por i sc ob-
tendria

Xc = adn-i € Ad,
contrariamcnts ol becho que ¢ d ¥ € ¢ Ad. Se tne, pues, £, por
tanto y
o 5 e e () es primo, porque es el nicleo del homomorfismo
[N >10,9)
que aplica B sobre el anillo integro K[y). Como (x) contiene a J, su imagen
(%) en A es también un ideal primo (cjercicio V, 25). Se tiene (3)* = (0), pues
%€ 1. Demostremos que (0) no es primario en A. Es imposible j & (%), pues
esto llevaria en B a una igualdad de la forma

y=ux vty

Se tendria, pues, 7 = 0; pero £ # 0, ¢ § ¢ (5), lo que es contradictorio.
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Demostremos que

1=, xy, xz,y2) =

(2, xy, X2, 2, % 2) 0 (x, ) 0 (x, 2).

Es evidente que 7 esti contenido en esta interseccion.
Sea f(x, 3, 2) un clemento de la interseccion. Se puede escribir:
SO0 D) = a3 ayxy + ag X2+ ag vz + a)* + a7,
con a; € K[x, y, z).
Pero /(5,9 € (5 ) mplca 10,0, =0, &5 decir, 0,0, 0, 2)2* =
consiguientemente (0, r tnlo 0, €5, ¥ 1. Del mis:

oo St G 719 e m. el
Finalmente

(% 3, 2) € (2, xp, x2, 32).
(x, ) es primo, porque es el niicleo del homomorfismo
8(x, 5,2 ~>20,0,2)

que aplica K[, 3, 7] sobre el anillo integro K[z]. Del mismo modo (x, 2)
es primo. J — (%, 2, x2, ¥z, 1%, 29) = (x, , 2* tiene por radical (x, », 2) que es
mmml pues es el nicleo del homomorfismo g(x, y, 2) - £(0, 0, 0) que
aplica K[x, , 2] sobre ¢l cuerpo K. Luego J es primario. Es evidente que s
ha obtenido una descomposicién normada de .

7

Sean Py, ., Py los ideales primos que contienen a 1. EI radical de I es
P00 Py
A cada Py asociemos Q; = {x; 35 ¢ Py, sx €1}. Se tiene

RS
i

puesto que no puede ser Py € Py con j # i.
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Sea s slII, P,y s¢P. SiaeP, as pertenece all i Pj, y por tanto al
radical de 1! Existe un K tal que (as € I, Como st ¢ F s tene ak € 0, Esto
‘muestra que Q; admite por radical P;.

SixyeOry ¢ Py wns ¢ Pl que sxyel Se tiene ox ¢ By luego
¥ €0, Por tanto Q; es Pr-primario. Es evidente que / < 0, 1

s it pars 1o dasbaion, % AMc0E T abbinlo, HEB
inclusién es estricta. Sea

de0,n .00,

ysead¢ I Se tiene I : Ad # A (el anillo es unitario). Luego I : Ad esté con-
tenido en un ideal maximal, que es necesariamente uno de los Py, por ejemplo,
P,. Como deQ, existe s ¢ P, tal que sdc . Se tiene s €1 Ad, lo que da
una contradiccion.

Esta descomposicién es Gnica, pues cada Q; constituye un componente
aislado.

8
Consideremos primero los ideales siguientes en A = K[x,

(59 i, s 416 2 & somerto & K[y] o » tegr, S ¢
inclusiones

PR =0%xz M) (x2)< (x2).
Por tanto (x, 2% tiene por radical (x, z). Demostremos que es primario.
Supongamos que PQ & (x, ) y 0 ¢ (x, 2). Se tiene PQ = Ux + V2% No
es restrictivo suponer ¥ € K[y, z]. Puesto que PQ € (x, 2) se tiene P (v, 2)
luego P = P,x + Py z. Asimismo podemos suponer Py & K[y, zJ. Resulta
(Pyx+ Py) Q= Ux + V2,
Io que implica, haciendo x =0,

Pyz0(0, p,2) = V&, donde P, 00, y,2) = Vze(2).

Ahora bien, 0(0, y, 2) € (2) implicaria Q € (x, 2), lo que no es. Como (2)
es primo, se sigue Py € (2), de donde se deduce

P=Pix+Pzeld).
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Por ota parts, l idel (5 ) s maximal, puss 4[5, ) s isomorfo
a K, que es un cuerpo. El ideal (x, y, 2)* es, pues, (x, 3, 2)-primario. Demos-
tremos que (<%, xz, Xy, z*) se escribe
& xp, X2, 2 = (x, 2) 0 (%, )%, 22, xp, 32, y2).
En efecto, queda claro que estd contenido en esa interseccion. Si
Xk Pyt =0\ + 0p)* + 0y + Oy xy + Q5 ¥2 + 0y 7,
Py 1o puede tener término constante, ya que no hay término en x en el segundo
miembro. Luego Py (x, ,2) y por consiguiente
Pixe(xy,xz) y Pix+ Pte(d xp, xz, ).

Ahora, el micleo (2 — xy) esté contenido en (x*, xy, xz, 2%) y en todos los.
ideales que hemos considerado. Podemos utilizar el isomorfismo entre el
reticulo de los ideales de B y el de los ideales de A que contienen el nicleo

(denil V,25). Teendo en cuenta que 37 =2, 1 igualdnd anes demos
trada deviene

@, 22,79

=®n& 5P

Los radicales asociados a esta descomposicion primaria son (%, 2) ¥
(% , 7), que son distintos. El menor ofrece la componente aislada (5).

9

1.2 s el conjunto de polinomios p(, 3) tales que p(0, 0) =0. El
‘homomorfismo de K[x, ] sobre K que aplica f(x, y) en /(0, 0) tiene por
wicleo . Bl somorfsmo Kis, JP > K, desniesira que 2 es maximal

Demostremos que ¢ = (<%, xy, %) esté contenido en <{;:

xy=(y+x)x—ndeci,
P =yt 1) —xy el
Se tiene pues 7? € <y < 7. Los ideales 7* y 7 ticnen por radical 7.
Lo mismo ocurre con of;. Como 2 es. maxlmal /" y ;I, son (P-primarios.
2.° Se tiene inmediatamente <{ = 7,%. De (< 7, y (< i, se de-
duce of € P00 <l Sea [(x, y) el oty j(x. 3) = xg(x, ), pero
&(x, y) puede sicmpre escribirse,
8%y =

(basta con aislar el término constante).

+a(x ), conacKy glx, ) eP
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Se tiene,

%) ePP =l
de donde
ax =1(x, ) — x&i(x, ) € o
Como x ¢ s{s, €50 exige a = 0. Luego
SN =xe &) el
Finalmente, < =7, 0 s{i.

32 Setione P7€ 9 o ey
Si 7%, 3) € <l 1 <y, este polinomio se escribe

IG5

(x+3) +£i(x ), donde acK, fix)eP
By + fi(x, ), donde B ek, filx, ) €D

Se deduce
ax + (@—p)y =fulx ) — Al ) € P

El polinomio del segundo miembro es por lo menos de segundo grado
(o es nulo). Por consiguiente, esta igualdad slo es posible si a = =0.
Lucgo, /& 7% Asi, 9 1o es otro que 7% Se tiene (< P, y << 7% luego

ASPANPE 0Py =sl.

Resulta asf Ia igualdad del enunciado. De este modo hemos obtenido
dos diferentes representaciones de «{ en ideales primarios. Los radicales aso-
ciados son 7, y 7,  se tiene %, P; P, cs un componenie aislado. Por el
contrario ;10 10 ¢s (y éste es clectivamente variable). Se notard que 7
in ser inter-irreducible.

10

12 Si xe o, cxiste s €S tal que sx €.of. Sea i < m. Se tiene sx € 0y,
pero 5 ¢ Py, pucsto que Py S = &. Como 0, s primario, x € Qy. Se tiene
pues

A€ 01N 0 O
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Reciprocamente, sea x € 0 ... © On. Tomemos para cada j> m un
5j€Sn Py, Existen enteros aj tales que s € Q). Pongamos s = [1 s Se
i>m

tiene 5 €'y 5 € Oy 1 .. N Op. Por consiguiente
XSE€Q NN QN Q= cl.

Por tanto x € si;. Es ¢is un componente aislado de <, pues si i <m y
Py Py, se tiene P,nS =5, luego j < m.

2° Pongamos § = (1 A— P, Por ser interseccion de partes estables,
t<m
S es una parte estable. Si < m se tiene S < A— P, luego SN P = 0.
Si j> m no puede ser S Py = o resultaria P < U P, luego 7, estaria
bl e Segin lo establecido
en 1.% tenemc

=010\ Om

1

1° Sean x,ye I, Existen u, v¢ P tales que uxely yel. Como
P s primo, uv ¢ P. Se tiene pucs

wix—y) =wx—wyel, de donde

—yel,

Es evidente que todo elemento de 1 es de Jp.
Siuxelyug P, como también tenemos ux € P, resulta x € P. Se tiene
pues 7 I, € P.
Es lro e S e abtplativanente esable Supongamos S0/ = .
Consideremos el conjunto de ideales X tales que /S Xy XN S = . Esta
familia no es vacia, puesto que contiene a L. Se verifica g que clla
es Urinductiva. Segin ¢l axioma de Zom, tal familia Bdrm(e un elemento
maximal P, Demtzemos que P’ cs primo. Si b e ¢ P ¢

PSP tAb y PP+ dc

Exen pues 51, pertenccientes respectivamente a P’ -+ Ab y
P’ + Ac. Se tic

StE(P' + AB) (P + Ac) = P P'b + P'c + Abe.
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be no puede pertenecer a P, porque con ello se tendria st € P’ n . El com-

plementario de P esti contenido en S, luego es disjunto con P". Sc tiene por

consiguiente P'< P, estrictamente puesto que x € P— P, Pero esto contra-
ce el cardcter minimal de P.

‘Efectivamente s¢ tiene pues S0 [ # 1, es decir, que existe un 7 tal que
x"el,. Luego P es el radical de J,. Se puede ahora demostrer que I, es
P-primario. Si xy €1y y x ¢ P, existe un v ¢ P tal que vxy & I. Pero vx ¢ P,
Inego y €1,

2.° Sea P’ un ideal primo tal que aP < P' < P.

Si a e P, entonces P’ = P puesto que P es minimal. Si a ¢ P’ cntonces
P P* puesto que P es primo. En los dos casos P = P’. Luego P ¢s minimal
e s ks pimos g6 cotenn s . Sia e criicu ¢ Pl quewa
lucgo ua = ta con 1 & P. Resulta (u— f)a =0, luego u = 1, puesto que a no
S hdaos da i P st 8 s miomts sbeurdo, lugo a ¢ 1

0 tiene radical P, puesto que esté compren tre I, y P, que tienen

€0 uma‘b“ay,cnnnsl,yxs,( Por
€l Peml — xy ¢ P(porque sino P+ Ay = A).
o, e a €I, y acabamos de ver que esto es
Kpoktis, 8¢ tiine goss eltcivaments 4.6 0: At 6 B, pero pe 0,
Elideal 1o es primario.

3.° Sea f un homomorfismo de A sobre un anillo B, de nicleo N. Se
sabe que existe un isomorfismo entre los reticulos de los ideales de B y el
de los ideales de A que contienen a N (ejercicio V, 25). En este isomorfismo
se corresponden los ideales primos, los radicales y 1os ideales primarios. Por
consiguiente, en B, todo ideal cuyo radical sca primo es un radical primario.
Sea entonces P un ideal primo de A, ni maximal ni primo minimal.
Sea R un ideal primo tal que R< P. Tomemos B = A/R. Entonces P' =/ (P)
es un ideal de B, primo y 10 nulo. Sea 0 # a & P'. Se sabe que P’ contiene
jeal primo mi  que contiene al elemento a (text 2, teor. 2).
P no es maximal en B, de modo que a fortiori tampoco P* lo es. an enton-
ces, segin la cuestion vista en ¢l 2.° punito, se puede encontrar en B un ideal
de radical P* y no primario, lo que es una contradiccién.

H

12

Tomemos d € A, d # 0. La sucesion de ideales (4d"),cy es decreciente,
Iuego es cstacionaria @ partir de un cierto rango: Ad" = Ad". Sea x € A.
Se tiene,

xdn € Adv,

Iuego existe y tal que xd" = yd™, lo que da d"(x— 0. Como 4 e
ntegro se tiene d” 0.y por tanto x = yd. Notemos que ¢l semigrupo 4—{ 0}

1. B
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satisface al axioma de cocientes, luego es un grupo. En otras palabras, 4 es
un cuerpo.
Si P s un ideal primo de un anillo A que verifica la condicién de cadena

por cuanto existe entre los ideales de A/P y los ideales de A conteniendo a P
una correspondencia biyectiva que respeta s inclusiones. Segin 1o que pre-
cede A[P es un cuerpo, luego P es maximal.

3

Indicaremos dos métodos. EI primero consiste en sefalar que I, es un
ideal y tomar una base (7, .. ya) de Jp. Se puede encontrar f, ¢ P tal que
1 y; € L Basta entonces tomar b = fy ... fp. El otro método consiste en con-
siderar un ideal 7 : Ab maximal entre los ideales de la forma / : Ac, conc ¢P.
Siyelysetiene ty e lcon t ¢ P, luego bty ey e1: AbL. Pero,

I:AbSI:dbt y bt¢P

luego 7: Ab =

: Abt. Resulta asi I, =1 Ab.

1

Sefalemos primero que A X BB es isomorfo a 4, luego, entre los idea-
Ies de A y los ideales de A % B que contienen a B existe una correspondencia
biyectiva, que respeta las inclusiones. Por consiguiente, estos Gltimos verifican
I condicién de cadena ascendente. Consideremos una. sucesion creciente
(Iy) de ideales de A x B. Existe un m tal que Iy + B = Iip + B, cualquiera
sea p. Por otra parte, los I, B forman una sucesion creciente. Esta sucesion
es estacionaria a partir de un cierto rango k, que podemos suponer superior
a m. Sea x €l Se tiene x €luap + B = I+ B, luego x =y +- b, con
yely beB. Se deduce

x—yehpnB=LnBE< I,

luego x € J. Vemos asf que la sucesién I es estacionaria a partir de k.

15

Sea b¢ 1. Existe un m tal que a™ I, luego a fortiori a™ b L. Sea sel
menor entero natural entre los exponentes m rzlzs que am bl S
basta tomar ¢ = b, Si s> 1, tomemos ¢ =a*1b. Se ticne a*1b o pero
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afa5-1b) € I. Reciprocamente, supongamos que a verifica esa propicdad y que
ol aillo e nthriann. Lo idels I: % consticoyen woa sucesion cre-
cient, uego estacionaria: I: @
Supongamos, para la reduccion iy abs\lrdc, que 4" ¢1. Entoncs e
—ta" tal que c ¢ Iy ac e . Se tiene pues ta" =ac el 1el:
" luego ¢ = fa € I, lo que es una contradiccidn.

tird.

16
I admite una descomposicién normada en ideales Q;, Prprimarios:
I1=0,0..00n

+ X es primo propio, se tiene X ¢ I. Se puede suponer X & 0;
para i <r,y X< Q; para i> r. En estas condicioncs,

I:X=(0: X)N 0 (@i X)=(Qy: X)N .. N (Qr 1 X).
Tomando radicales
P=RUA: X) =Ry : X) " . ARQr: X) =Py 0.0 Pre

Se deduce que el producto P, ... Py esté contenido en P, luego que uno
de los P, estd contenido en 7, sea éste Py. De hecho vemos que 7 = Py, @
mnsecmcm de la igualdad precedente.
posible demostrar que, reciprocamente, todos los Py (1 < i< n)
on retusls 4o B efecto, consideremos por ejemplo, Py.
T + X maximal en el conjunto

{I:N|IsNS QN .00}

Demostremos que 1 X es primo. i YZ < I: X ysi Z ¢ I+ X se tiene
ZX < 1, luego

ISI+ZXS XS 0N On

Por tanto, : X €

: (I + ZX), lo que implica la igualdad
IiX=1:(+2ZX)=U:Dn(:ZX)=1:ZX.
Ahora bien, YZX € I, luego Y < I: ZX, es decir ¥ < I:X. Como

X #1, se tiene X ¢ Q, pero X < Q; para i 1. Por consiguiente, segin lo
antedicho, I: X =
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17

Sea I un ideal de Ap. Demostremos que (1 A), = L. En efecto, de
una parte

UnA) A< Up< L

De otra parte, si -2 € 1, se tiene
B

(3)e1n,4, lego & =Laetna 4,
s 37

Por consiguicnte la aplicacién 71 A es una inyeccion del reticulo
de o ideales de Apen clrtculo o los ideales d 4. s claro que et inyec
cién es n isomortu, Por consguint, tods sucsidn creciente de i
de A, es estacionari

18
Sea { Wy, ..., W } una base de ). Tomemos a € o{. Para todo i <n,
aw; sesz%u=§‘lM-
Por tanto,
aw lﬁ‘ byw, con byed.

Poniendo ¢j = 8y a— byj (3, simbolo de Kronecker), esto nos da

S cwy a<i<n.
=1

Estas igualdades pueden mirarse en el cuerpo de fracciones de D. Puesto
que el sistema de ecuaciones definido por los ¢ admite solucién no nula, el
determinante de los ¢;; es nulo, Pero este determinante se presenta en la forma.
a"—b, con b, Se tiene pues a € R(I). Los radicales R(sD) y R
son iguales.
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Sea O distinto de (0). Supongamos que 9" = 9, con g <n. Entonces
900 = DOR. Pero 97 # 0, pues D es integro. Segiin lo recién establecido,

R(O) =R () = RD) = D.

Luego 1 € R(9), lo que evidentemente implica 1 €9y 9 = D.

19

b7 (n€N) constituyen una sucesion creciente
de ideales. L\lega existe un 7 tal que

Da:bn=Da:b (Vi>n).

$i i n o puede ser a € Db En efecto, i a = cbf resulta

= da = deb.

ceDa:bi=Da:b, luego cbi-
De aqui, cb*1(1—db) =0. Como D es integro obtencmos 1— db =0,
es decir, que b cs inversible,

2° Si tuviésemos Ib =, resultaria Ib* = Ib = I y, por recurrencia,
1= Ib" para todo n. Pero entonces un clemento a # 0 d!. 1 serfa miiltiplo
de todas las potencias de b". Se tiene, pues, /b< I.

3° Sea J un ideal maximal entre los no principales, suponiendo que
exista. Se tiene J # D luego J estd contenido en un ideal maximal, que es
por tanto principal: J< (). Se tiene u(J : u) € J. Si x €, s¢ tiene x
ComodeJ : use ve que x €uJ : u). Luego, :

tenemos u(J : W) J : u. Esto contradice el cardcter maximal de J.

20

1.2 Se verifica inmediatamente que I es un ideal. Se tiene Q" < /< P,
Iuego el radical de 7 st comprendido entre el de O el de . Es necesaria-
mente P. Si xyely x ¢ P, tomemos d tal que dxy € O". Se tiene dx ¢ P,
uego y e 1. Eethumens 1 e Pgrimacio. S P es maxicl, 0 e priuri,
‘pues tiene por radical 2. Si x I, existe d ¢ P con dx € 0" luego x € Q™. Com
siempre se tiene 0" < , resulta Ia igualdad.
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2° Sea 9,0 ... 0 Vi una representacién normada de 0", con
l)7, primario de radical P;. El radical de Q" es decir P, es la interseccién de los
dicales

P=Pn.0P

Esta interseccién contiene al producto Py...Py. Siendo P primo, esto
implica, por cjemplo, P 2 P, luego efectivamente P = P;. De este modo,
P es elemento minimo en el conjunto de los ;. Por consiguiente <} es el
inico deal, entr los V, que consituye vn companente aifado. Mestremos
que

2
Six e existe d ¢ Ptal que d e 0" € V) Como Vyes Poprimario, x € V).
Reciprocamente, sea x ). Se tiene 11 <, ¢ P. En efecto, si no fuese.
>1
ast P contendria uno de los VJ, luego uno de los P, con i # 1 1o que es im-
posible (los radicales son todos distintos).
Sea de [ V, con d¢P. Se tiene
>1

. x
aell N s NV =0, lego xel
v 4

2
Sea {4}, a; } una base de I+ Ab. Se tiene a) = a, +u b con
ae I lucgo podemos recmplazar Ia base dada por (a,. wri b}, Sea { ..
una base de 1 : Ab. Consideremos el ideal I’ engendrado por los a; y los
ey Como b ¢ 1, ¢ cvidente que I/ & 1. Sea 1 < 1. 8 tiene
1T Ab, Tego t=ta + ..t lelrt teay b
Se deduce

tryb

—Znael

Por tanto ey €1': Ab, luego try = X wjcj. Finalmente
tab=Zwbeel’.

lucgo teT}lo que muestra que [ =1'

lia es U-inductiva,
Sea 0 una cadena cumzmdx e %, Consderemon Ve JU J. Si N admite una

base finita { by, ..., bn } s¢ pueden encontrar idcales Ji € C tales que by € J;.
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El mayor de estos ideales contiene todos los b, luego coincide con X, lo que
es absurdo, puesto que aquél no tiene base fnita. Luego efectivamente N &
¥ F es Ueinductiva.

in el axioma de Zom, F admite un clemento maximal I. No es I
primo, puesto que todo ideal primo admite una base finita. Se pueden pues
encontrar a, b € A tales que ab € I pero a ¢ [y b ¢ I. Elideal I -+ Ab es estric-
tamente mayor que I. Lo mismo ocurre con I : Ab, puesto que ¢l contiene
4 a. Como I es maximal, ambos ideales deben admitir una base finita. pero,
segin lo establecido en el punto 1.%, I deberfa también admi
finta, lo cual es absurdo.

2

1.5 Sean a, b e of,. Existen dos polinomios /, ¢ <%, ambos de grado n,
que tienen respectivamente por coeficientes directores a'y b. Sia—b # 0, ¢s
a—b coeficiente director de f—g &P, luego a— b & sl Si c € 4, &5 ca
el cocficiente director de ¢f € P, luego ¢a € cfp. Por tanto iy s un ideal.
El polinomio xf es e grado n + 1y tiene coeficiente director a, por lo que
Yemos que fn S <l

La sucesién de los <{; es creciente, y como A es netheriano, es estacio-
‘maria a partir de un cierto rango

2° Sea 9 el ideal engendrado por Ios fi. Es evidente que 5 < . Para
demostrar que todo f € 3 es de 93, vamos a razonar por recurrencia sobre ¢l
grado m de f. Sea a el coeficiente director de £, Distingamos dos casos

Si'm <7, s U 4 € st ieg & = 5t Entoniss & polinomio
f—X u;fus tiene grado estrictamente inferior a m, luego pertenece a 7,
¥ por tanto el propio f estd en 7'

Sim>p se tiene a & sl = ol luego @ = X u; ay,. Entonces el poli-
nomio f— £ 1 x7 f tiene o covictamens feor s m o petenese
293"y por consecuencia f es también de 5. Se tiene pues 93 = 5'. Se ha
demostrado asi que todo ideal de A[x] admite una base finita, es decir, que
Alx] es nectheriano.

12 Sea o =0,n ... 0y una descomposicin de o en ideales

Prpnmnnos Si 99 & <0, existe wn n Tial que ¢ 0. Como 9 esth con-

todas las potencias de <{ ninguna de estas potencias puede cstar

contenida en 0;. Ahora, se tiene ¢ < Q. Hay pues :nmudwcibn. pues O
es primario fuerte (texto: VI, 4, teor. 1).
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b} una base de . Puesto que 9 S o7, s puede

=Sayb (<i<n,
7

con el

Pongamos s; = & —ay (3 simbolo de Kronecker). Se tiene, para
todo 1 <i<r,

£ oyb=
e

Sea A el determinante de los s;;. Por un célculo clésico de dlgebra lineal
(texto: X, 5, pig. 396) se tiene

Abj=0 (1<j<r), luegodB=

Pero 4 es de la forma 1 —a, con a € f.

Sea x & A. Supongamos que existe un nsu tal que (1 —a)x = 0. Se
tiene entonces x = ax, de donde, por recurrenci = a" x para todo entero n.
Esto implica gue  pesensos & ntrseecién de | oo ot o decie 4 9

35 Si o # A, se tiene 1—a # 0. Si ademds se supone que A es in-
tegro, resulta 93 = (0).

Aunque 4 no sea fntegro, es posible sefialar un caso importante en el
que 93 = (0). Es el caso en que s{ est contenido en todos los ideales maxima-
les. Entonces 1—a no puede estar contenido en un ideal maximal Y (se ten-
dria a €y 1—a €0, luego es inversible. (1—a) 93 =0 implica % = 0),
multiplicando por el inverso de

%
1.° Supongamos que X sea P-primario. i I & P se tiene I* & P; pero
I{X %) € X, luego X: IKS X (X es en efecto primario-fuerte). Como la
inclusion inversa es siempre cierta, se tiene X : [X = X.
Si 1< P existe un n tal que I" S X. Entonces X : I" = A. Pero
X:me Xk

Tuego X : Ik = 4.
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Reciprocamente, supongamos que X y A sean las tinicas fronteras de X.
SIS XyJ< X, setione J < X: Ilucgo X: he X. A fortiori, la frontera
de X por I es diferente de X, luego es A. Se tienc X : I* = A, o también I* < X.

2° Sea X=0;n..N 0 una descomposicién normada en ideales
Pprimarios. Supongamos I ¢ P parai < me IS Py para i> m. Como los
Qi e iy Bk, Sanle enomiar o o I =X,
¥ Q2 I* = Oy cvalquiera que sea i.

s e o

X =X:I=(0:190..0(Qn: 1Y
un O -0 Qniny
=010 Om

Esto resulta de la demostracién dada en la primera cuestion. Si i <
Y Py S Py setionc I & P, l\uga 7 < i o poss . compenen ad
edprocaments, 4 0,1 Op Un compante 3
s I= Pa. Se tiene I< Py ot 1 m. Pero 14 P,
DA 1 < m et 02 o i St iy ot o By 5 P
Segin Ta primera parte de la demostracién, resulta

X =010 e O

25

1° Sea P cl radical de (0). Todo clemento de P s nilpotente, luego
divisor de cero. Si xa =0y x # O se tienc a € P, porque (0) es P-primario.
2° Hemos supuesto A no integro, luego P # (0). Sea 0 # pe P. Si

+ P, s tiene xp =0, lucgo x & P. Las inclusiones (0)  (0) : P < P
implican que (0) : P admite por radical P. Si xye(®): P ¢ y ¢(0): P, se
tiene xyP = (0) ¢ yP # (0). Por tanto x s divisor de cero, luego x & P. Esto
muestra que (0) : P es P-primario. Como A es netheriano, se sabe que existe
tal que P = (0). Tomemos » minimal para esta propicdad. Se ha visto que
> 1. De PPt = (0) sale P-1< (0) : P. Pero P # (0), huego (0) : P # (0).
3° Sea daeQn (a). Como a¢Q se tiene 4¢P, porque O es P-pri-
‘mario. Pero.a € (0) : 7, Incgo 4 = 0. Obtenemos efectivamente © N (a) = (0).

4° Sea (0) : M un elemento maximal en el conjunto
{©:X; O#XsC}

Este ideal es primo. En efecto, si 17 S (0) : My J & (0) : M, sc tiene I/M =
= (0); luego 1< (0) : JM. Pero (0) # JM € C y ademis JM & M, lucgo
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(0): M < (0) : JM. Como (0) : M es maximal, eso implica (0) : M = (0) : JM.
Luego 1< (0): M.

El ideal primo (0) : M contiene al radical de (0), es decir a P. Luego
P (0): M, PM = (0), M< (0): P. Se tiene pues

O #M<s[@:PInC

5. i (0) es Nirreducible no hay ningin ideal P-primario comprendido
entre (0) y (0) : 2. Ello es una consecuencia inmediata de lo visto en el pun-
to 3.°%

Si (0) o es wirreducible, se puede al menos expresarlo como intersec-
cién finita de ideales nirreducibles, pues 4 es neetheriano: 0) = C; ... A Cy.
Se puede suponer r minimal. Cada C; es primario. Todos cllos tienen por
radical P, pues se puede encontrar

0£xeNC
Ith
Asi, xC; = (0) y C; esté contenido en el conjunto de divisores de (0), es decir
en P. Como (0) : P # (0), existe un i tal que (0) : P ¢ C;. Entonces
©#[0:PInCs©: P
(La primera desigualdad resulta del 4° punto) Q = [(0) : P} C; es P-pri-
‘mario, como interseceién de dos ideales P-primarios.
2
1.° La condici6l iC=o{:9

Y B & o, se tiene BE < o, luego B S o : C. Esto implica de una parte
A o Cy de otra parte

A(d:QsA:B=6

Pero ({: () C S o, luego CS ol :(s(:C) y por tanto se tiene la
ldad

C=d:(A:0).

2.° Sea Funa familia no vacia de residuales propios de o{. Si 4 es neethe-
riano, no hay nada a demostrar. Si 4 satisface la condicién minimal, tomemos
un clemento minimal o{ : N en {(: €| CEF}.
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Si9N < CeFsetiene of :

€ o 1N luego of

= of :NM. Resulta
= (A3 Q) = o (U =W
Luego 9/C es maximal en F.
3.° Sea of : 9 un residual propio maximal de .
Si 0P APy L& AP, s tiene:
£9 § i, luego <13 2% ¢s propio.
293 < 93 implica o : B S ol : LB huego o : P = o1 : LB.

Se tiene 5,29 € of luego 9 € o : 273, es decir 9 € of : . Esto de-
muestra que of : 3 es primo.

42 Sea P; un residual propm mzxnmal de of. Este existe, segin lo 2.°
¥ es primo, segin lo 3.°. Adems, 17, > o, también por lo 1.°
APy = A, 5o tiene AP, < o, lnego f}’c . Si no, of; admite residuales
propios y s pucde tomar uno maximal 5. Se tiene, <0, = iy : 7, > ciy. S¢
definira 7, como un residual propio maximal de <y y d,. Ayt Pa=
= APy
La sucesion de 1os o, alcanza a A, pues si no seria una sucesién estrc-
tamente creciente ¢ infinita de residuales propios de <f. Si <G tiene,
pues o i Py Po = A, lucgo Py Pa A € f, lo que da P Py... P oA,

27

1> Segin ¢l problema anterior, (0) s producto de ideales primos

. 1g. Si A verifica la condicién minimal, todo ideal primo es maximal.
Luego en ambos casos los m son mxmuus

2° Pongamos o; =m ...m;. Sea ¢ el homomorfismo canénico de iy
sobre /o = E¢. Sea h el homomorfismo candnico de A sobre A/, que es
un cuerpo puesto que m, es maximal. Sean a € E; y 7 € Afm. Se puede escri-
bif « = p(@) y 7 = h(p). Pondremos a = g(pa). Se define asi una operacién
externa sobre Ey, pues si ¢(a) = ¢(@) y h(p') = () se tiene,

(pa)—g(p' @) = g(pa—p' @) = ¢((p —p) a + p'la—a)
=¢(p—p) ) +op'@—a).

(p—p)acmo=a, lego ¢((p—p)a)=
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y pla—a) eq; puesto que (a—a) €, luego g(p'(a—a’) =0. Se tiene,

pues, efectivamente,
#lpa) = o' ).
Los axiomas de espacio vectorial se verifican sin dificultad.

3° La aplicacién ¥ -1 (V) establece una biyeccién entre los subes-
pacios de Ey y los ideales de A comprendidos entre q; y a;-,. En efecto, sean
aeg (V) y xeA. Se tiene ¢(a) € V, luego

9xa) =h(x) pl@)eV y xaeg (V).

si 9 es un ideal i 1Y% s
con a€Qy si h(x) € Afm, sc ticne
h(x) (@) = g(xa) € $(9).

Resulta que los subespacios de ¥ satisfacen la condicién de cadena as-
cendente o descendente. Si E; fuese de dimension infinita sobre K = Afm;,
se podria encontrar una familia ibre (xp)ne . Entonces

Vo=S Ku y Wy=3 Kux
2 n<h

constituirian dos sucesiones infinitas, la una estrictamente creciente, la otra
estrictamente decreciente.

42 Puesto que E; es de dimension finita , se puede encontrar una suce-
sién finita maximal de subespacios { ¥}} tal que

© =V i< Vs Vi

Ep

Entonces { 1 (V1) }; < x es una sucesién finita maximal de ideales de 4,
de ; @ . Por yuxtaposicién de las sucesiones obtenidas para los diversos
indices 1 < i < g se obtiene una sucesién de composicién en 4 (considerado
como A-médulo). Si L designa la longitud de esta sucesién, se sabe (teorema
de Jordan-Holder) que toda sucesion finita estrictamente creciente de ideales
tiene longitud inferior a L.

Si 4 es integro, todo indivisible es irreducible: p = xy implica, por cjem-
plo, xeAp, luego x =ap; p=pay, p(l—ay) =0, luego 1—ay =0,
sto quep ., que significa que y es inversible. La reciproca es
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Supongamos A netheriano. Sea a # 0. Por reduccién al absurdo,
supongamos que a 1o sea producto de elementos inversibles o indivisibles.
Al no ser a indivisible pucde escribirse a = a, aj, con of ¢ da y ay ¢ Aa,
luego Aa< Aa;. Al menos uno de estos dos elementos, por ejemplo, 4, no
es indivisible. Se puede entonces descomponer 4, en la forma a; = aya}
con Aa,& Agy. Se obtiene asi una sucesion de ideales Aay estrictamente cre-
ciente ¢ infinita, lo que contradice la hipétesis.

2

1° Puesto que 4 ¢s conmutativo.

—f—f+f=

ey =rrgt=fe, 1—H01—N)
2° Se tiene

of=U+af=r+ef==f
Por consiguiente

d—ea—p

—e—f+ef
Se tienc pues,
1—ecdl—f) o AQ—e)s A1—f).

Efectivamente esta inclusion s estricta, pues si fuese 1 —f = b(1 —¢),
seguiria

g=e—f=e—ef =e(l—f) = be(l —e) = ble— &) = 0.

Scan g y f indescomponibles. Se puede escribir
g=g—fet+fo=(0—Ng+f

Segiin la primera cuestion, (1 —f) g y /g son idempotentes. Su producto
es mulo:

U—=Nefe=U—g

Como,g o indescompanite,wuo d los dos s uls
El invertir los papeles de /'y g nos conduce a la altern:
Fero comn /3 5 so s, o do llos o o tnal .75, e
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4° Supongamos A netheriano. Imaginemos, para reducir al absurdo,
que existe un idempotente e que no es suma de indescomponibles. En par-
ticular, e no es indescomponible, luego e = e, + €] con ¢, y ] distintos de 0
¥ e1¢,=0. Uno de los dos, por cjemplo, ¢, no es indescomponible. Por
Tecurrencia se construye una sucesion { en } que permite definir una sucesion
estrictamente creciente de ideales

Al — )< A1 —e)< AL —e)..
(cfr. la cuestién segunda), contra la hipdesis.

En particular, 1 es suma de idempotentes indescomponibles g(1 < i < ).

Se pueden suponer los g, distintos, pues i g; apareciese k veces en la suma
1 =Yg, s obtendria, al multiplicar por g, los dos miembros de la igualdad,
1= kg? = kg, lo que permite reemplazar kg, por g. Consideremos los
anillos 4; = Ag;. La aplicacién x - (xg); es un homomorfismo de A en el
producto de los anillos A;. En efecto,

x=Zx y=Zm
luego
ay =T 0z g =T xy8n
) 0

pucsto que g,g; =0 si i # j. La aplicacion es inyectiva, pues xg; = 0 para
todo i implica x = E.xg = 0. Y es suprayectiva, evidentemente.

30

1.° Sea e un idempotente. Se tiene 1 = 1 —e + . Ahora bien, 1 —e
¥ e son idempotentes cuyo producto es mulo. Se tiene, pues, 1—e =0,
0e=0.

Si x7 = ax'¥t = (ax) ¥, la igualdad x" = (ax)* x" es cierta para k
Si es cierta para el entero &, s tiene

2 = (@0 37 = (@) (@) ¥ = @) ¥,

Por tanto, la igualdad es cierta para todo k. En particular, »* = (ax)" x". S
deduce:

(@) = a3 = (ax) (@
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Se tiene, pues, a” X" =1, 0 a" X" =
En el segundo, x" = (ax)f x" = 0.

En el primer caso, x es inversible.

2° Sea S el conjunto de los elementos no divisores de cero. Es una parte
estable de A. Si no existe ningiin elemento indivisible divisor de cero, S con-
tiene los elementos indivisibles y contiene también, evidentemente, los ele-
‘mentos inversibles.
Ahora bien, al ser A natheriano, todo elemento no nulo es  probi do
VI,28). pues § = A— {0},
contrariamente a la hipétesis hecha sobre A.
un elemento indivisible divisor de cero. Se puede escribir pa, =0
con @, # 0. Si @ € Ap, pongamos a, = pa. Reiterando se define una suce-
sién a; con @ = gy, p. Esta construccién no puede proseguirse indefinida-
mente, pues se tiene una sucesion de ideales Aa; = Aa,< Ads... estrictamente
creciente. En efecto, tenemos p' a; =0, luego 44, & Aa; implicaria

@ = ag pt € dap' = 0).
Por tanto, esa sucesién termina con ag ¢ Ap.
3 Puesto que el anillo es principal, { y; yp™ € Ap™H} = Ab. Se tiene

P € Ab, luego p = ub. Como p es indivisible sc tiene bEAp ouedp. La
primera eventualidad se excluye, pues se tendria

am e Ab < Ap (esto resulta de an p™ = 0 € Ap™H).

Se tiene pues u = vp, y, Por consiguiente, p = bvp, de donde p" =
= bup™ € Ap™1, 1o que significa 1 € Ab.

Segin lo 1., se deduce p™ = 0, teniendo en cuenta el hecho de que p
no puede ser inversible. Esto muestra que m > 1.

Si ph =0y h # 0, sc puede hacer jugar a el papel de a, en la cucstion
precedente. Ahora bien, acabamos de ver que la sucesion no podia detenerse
en a,. Se puede pues afirmar que / € Ap. Por otra parte,

I=1—x"p"=(—xp) ("Ip"tt ..+ 1)
muestra que 1 — xp es inversible, cualquicra sea x.

4.° Sea 5 ¢ Ap. Se tiene Ap + As = Ad. Como p € Ad, resulta p = xd.
Por ser p indivisible, se tiene d € 4p o x & Ap. El primer caso debe excluirse,
pues con €l se tendria s € Ad € Ap. Luego x = yp. Por comig\li:nu P =ypd,
P(1—yd) = 0. Segin la_ cuestion tercera esto implica 1 —yd € dp < Ad,
Tuego 1 € Ad. Por consiguicnte, 1 == up + vs. Pero vs =1 —up es mvcrs-bl:
segin el punto 3.%. También, pues, lo cs 5.
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5° Sea g indivisible. Como g no es inversible, g € Ap. Luego g = hp.
No pucde ser h € Ag, pues i h = xq, 4 = xap, g(1 —p) =0, lucgn 7=0,
puesto que 1 . Se tiene, pues, p & Ag. g,
¥ h ¢ Ap, 1o que demuestra que J es inversible.

elemento no nulo s producto de elementos inversibles o indivi-
sibles, luego puede escribirse bajo la forma p* donde  es inversible. Todos
os ideales son principales, luego son de Ia forma Ap, y forman una cadena

(0) = Ap™c Apm-ic ..C Apc A

Tenemos ApHic Apk, poraue pkupm implicaria pk =0, segin ¢l
apartado 1., luego a, = p ayy



CAP{TULO VIl

Cuerpos. Ecuaciones algebraicas

Enunciados

1

Sean K un cuerpo conmutativo y f(x) = £(x) ;9 - fix) el producto
de r polinomios pertenecientes a Kx], primos entre si dos a dos. Desi
por ¢i(x) el polinomio tal que fj(x) g;(x) =/ () (1 <j < 1), por I el ideal
‘principal engendrado en K[x] por f (%), por 4 el anillo cociente K[x]/, y por a
Ia clase de x médulo L.

1.° Demostrar que existen polinomios py(x), pi(¥), . Pe(x) satisfa-
eiendo a estas dos condiciones:

@) el grado de p(x) es estrictamente inferior al de /j(x);
b) X pi(x) gi(x) =e, elemento unidad de K.
5=
2° Pondremos
e =pl@)g@), fy=Ae (1<j<n.

Demostrar que cuando es j # k, el producto de los elementos ey, x €
ecro. {Qué puede decirse del producto de dos ideales , [c?

Demostrar que A s suma directa de los ideales Jj, es decir, que todo ele-
mento de A se expresa de modo inico en la forma . & con & & .

Demostrar que 7j = Klaej], y que Jj es isomorfo al anillo cociente de
KIx] por el ideal engendrado por f; ().

2

Sean K un cuerpo conmutativo, k un subcuerpo de K, A y B dos cucrpos
intermedios tales que (4 : k) =p, (B:K) =g. Sea L cl menor subcuerpo
que contienc a Ay a B.

0. Bawo
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1 Verificar que (L:4) < ¢, (L:B) <p, (L:K) < pg.

2° Caracterizar ¢l caso en que (L : K) = pg, mediante una conveniente
propicdad de los clementos de una base de A considerado como espacio
vectorial sobre k.

3° Supongamos (K : ) =g=2, A=ka), B=kp). Esta-
blecer I equivalencia de las prapx:dadzs siguientes:

@) A#B,

b L=K

¢) {&a B, af} es una base de L sobre k, siendo ¢ el elemento unidad
cuerpo k.

del

3

Sean k un cuerpo conmutativo y K una extensién algebraica finita de k.

1.° Supongamos que K es una cxtension algebraica simple k(a) de k.
Demostrar que no hay més que un nimero finito de cuerpos intermedios.

2.° Establecer la reciproca de esa propiedad distinguiendo los dos casos:
@) k es un cuerpo fiito;
b) k tiene una infinidad de elementos.

4

Un supercuerpo conmutativo K de un cuerpo conmutativo k, se llama
extension cuadrética de k si es (K : k) = 2.

1.° Suponemos k de caracteristica distinta de 2. Demostrar que Ias ex-
tensiones cuadriiticas de k, si existen, son los cucrpos de ruptura de los poli-
nomios irreducibles de Ia forma £ (x) = x*—a, (a € k).

2.° Suponemos k de caracteristicas 2. Demostrar que las extensiones
cuadréticas de , si existen, son los cuerpos de ruptura de los polinomios
irreducibles de una de las formas

JW=2—a g@)=x—x—a (@ck).

den ser k-isomorfas una cxtension L, cuadritica del primer tipo
¥ una extension L, cuadrtica del segundo tipo?
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5

Sean K y k dos cuerpos conmutativos de caracteristica distinta de 2,
tales que

ke K, (K:k)
Establecer los siguientes resultados:

1.° Para que exista un cuerpo intermedio L (k< L< K), es necesario
y suficiente que sea K el cuerpo de ruptura de un polinomio irreducible de la
forma.

f() =%+ ax* + beklx).

2° Si k(@) y k(f), donde & =ack, f* =b ek, son dos extensiones
cuadriticas (cjercicio VII, 4) distintas de k, contenidas en K, existen en total
tres de tales extensiones.

32 Si K es un cuerpo finito, dos extensiones cuadrticas de k contenidas
en K no pueden ser distintas.

6
1.2 {Cémo debemos clegir el nimero racional r para que el polinomio
S() =x+reQlx]
sea irreducible?

22 i Kes un cuerpo de ruptura de ese polinomio, supuesto irreducible,
determinar los subeuerpos de K distintos de K y de Q.

7
Sea k un cuerpo conmutativo de caracteristica p # 0 y sea IT su cuerpo
primo.
1. Expresar los ceros del polinomio f(x) = x*—x—aek[x}, en
funcién de uno de ellos a, elemento de un conveniente supercuerpo K de k.
2° Suponemos que existe un polinomio d(x) del anillo k[x], de grado
r>2, irreducible, divisor de /(x). Demostrar que existe en IT un clemento s
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tal que dx -+ 5) = d(x). Mediante la consideracién del término de grado r —
de d(x), demostrar que necesariamente es r

3.° Deducir de 1o que precede una condicidn necesaria y suficiente
para que £ (¥) sea irreducible sobre k. Demostrar que si f(x) s irreducible,
el polinomio fi(x) = x*— x — fa, donde ¢ 1T, t # 0, es también irreducible
sobre k.

4. Consideremos los dos polinomios de k[x]
S@=x—x—a g@)=x—x—b
que suponemos irreducibles sobre k.

Demostrar que para que los cuerpos de descomposicién de estos poli-
‘nomios sobre k sean k-isomorfos, es necesario y suficiente que g(x) sea de
Ia forma fi(x —c), donde c €k, tem,  #0.

8

Sean K un cuerpo conmutativo, x una indeterminada, n un entero supe-
rior o igual a 2.

Determinar los K-automorfismos del cuerpo K(x).
Demostrar que existe un nico endomorfismo ¢ de K(x) dejando

invariante todo elemento de K, tal que g(x) = x". Este endomorfismo p es
inyectivo y no es suprayectivo.

9

Sean k un cuerpo conmutativo de caracteristica p # 0, II su cuerpo
primo y n un entero natural. Demostrar que la aplicacién o definida por

o@) =a”"  (ack),
es un [F-isomorfismo de k sobre uno de sus subcuerpos.

iCon qué condicién es o un [T-automorfismo de k? {Con qué condicién
es el automorfismo idéntico de k?
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10

En ¢l conjunto C; de las matrices 2 x 2 con coeficientes complejos, que
s un espacio vectorial de dimensién 8 sobre el cuerpo R de los reales, con-
sideremos ¢l subespacio Q engendrado por las matrices

10 01 0 i i 0
IS i R e
(eC =1

1.5 Verificar que Q es un cuerpo no conmutativo. ;Cuil es su centro?
2° Resolver en () las siguicntes ccuaciones en M:
M +E=0,
M*—2iM + 0 + & + pK+yL =0,
M+ IM+E—L=0.
1

Sean K un cuerpo no conmutativo, K[x] el anillo de polinomios en una
indeterminada x, con cocficientes de

S@=x+ax+b b#0,
un polinomio de K[x].

1. Demostrar que para que f(x) admita como divisor a la derecha.
y a Ia izquierda x — ¢ € Kx], es necesario y suficiente que

f@O=
Estudiar el caso en que b pertencce al centro de K.

), ac = ca.

27 Demosar por unempl, i, dado ), pud 10 i singin
elemento ¢ € K que satisfaga esas condicios

12

Sca B un anillo fntegro y conmutativo. Sea A un subanillo de B que con-
tiene el elemento unidad e. Se supone que todo elemento de B es entero alge-
braico sobre A.

Demostrar que A es un cuerpo si y s6lo si B es un cuerpo.
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13
Un anillo A integro, conmutativo, con elemento unidad e, s¢ dice inte-
gralmente cerrado si el conjunto 4 de los elementos e su cuerpo de cocien-
tes K que son enteros algebraicos sobre 4, coincide con A.
Demostrar que un anillo factorial es integralmente cerrado.

Y]
Sea I7 un cuerpo primo de caracteristica 0 0 p # 2. Sean, ademds,

 una raiz primitiva (21 + 1)-ésima de la unidad e;
f=—an
SUpSHEIAG I 5 S A 06 24 ) (LIS st e ),
demostrar que f es una raiz primitiva (4n + 2)-ésima de la ur d.
Deducir la igualdad de los cuerpos /7(a) y T1(5).

15

Designamos por /7 ¢l cuerpo de dos elementos, por k = I1(x, 1) ¢l cuerpo
de las fracciones racionales en dos indeterminadas, u, v, con coeficientes en /7,
por K un cuerpo de descomposicién del polinomio /(x) = (<2 — ) (3 — ).
Utilizando el ejercicio VII, 2, demostrar que K no es una extension algebraica
simple de k.

16"

Sean K un cuerpo no conmutativo de caracteristica p # 0, a un elemento
de orden finito del grupo multiplicativo K* = K— {0}, no pertenecicnte
al centro de K, I7 el subcuerpo primo de K.

La extension simple & — I7(a) es entonces un subcuerpo conmutativo
de K. Sea N = p™ el niimero de sus elementos.

ignamos por H el anillo de los endomorfismos de K considerado como
espacio vectorial sobre k, por ¢ el elemento unidad de H y por o el elemento

1% Verificar que la aplicacién ¢ de K en K definida por
#(x) = xa—ax
es un clemento del anillo H, y que
- Lo

e
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2 Demostrar que existe un. elem:nva by 1o nulo de k, tal que el endo-
morfismo ¢ — by e no sea inyect

Deducir que existen al menos un elemento no nulo ¢ €k y un entero
natural 5 tales que

wact=a+by=a#a

17

Sea K un cuerpo tal que el grupo multiplicativo K* = K— {0} sea un
grupo con torsién (o grupo periédico). Demostrar que K es conmutativo,
(Pucde demostrarse que la caracteristica no es mula y utilizar el ejercicio
precedente.

13

Un cuerpo finito no es munca algebraicamente cerrado.

19%

un cuerpo conmutativo, £ una clausura algebraica de K, G el
grupo de los K-automorfismos de

Designamos por .2 ¢l conjunto de pares (L, ), donde L es un cuerpo
intenedio sne & v E y g ¢ un Kisomorfismo de L en £. Se ordena 2
poniendo (L, ¢) < (L', ¢') siy sélo si L L' y ¢’ prolonga a p.

Deomostrar que el conjunto .2 e inductivo, Deducie guo para todo cle-
mento (L, ) de 2 existe un K-automorfismo de £ que prolonga a p.
an a y b dos elementos de E que no pertenezcan a K. Establecer
Ia equivalencia de Tas dos condiciones

@) existe 0 € G tal que ofa) =
£) ay b tienen el mismo polinomio caracteristico f (x) € K[x].

20

Sean K un cuerpo conmutativo de caracteristica p # 0, E una clausura
algebraica de K, G el grupo de los K-automorfismos de £, K el cucrpo fijo
de G (texto: X, 12, teorema 2).

1.° Utilizando los resultados del ejercicio precedente, demostrar que K
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es el conjunto de los elementos a de £ para los que existe un entero natural
tal que @™ € K.

2.° Demostrar que K es el minimo subcuerpo perfecto de £ que con-
tiene a K.

3.° Demostrar que si K # K, es K cxtensién algebraica infinita de K.

2
Determinar los ceros sobre el cuerpo C de los nimeros complejos del
ideal
a=(+)2—2x x*—x)€Qlx y]

y ¢l minimo exponente p tal que (x— ) €a.

2

e recurda que toda couscidn algcbmu de grado impar con coefiien-
tes reales, admite al menos
de coeficientes complejos foebabert compleja. Utilizando el
teorema fundamental de la teoria de Galois (texto: X, 12, teorema 8) y ol
primer teorema de Sylow (texto: IT, 7) demostrar el teorema de d’Alembert:
el cuerpo C de los ntimeros complejos es algebraicamente cerrado.

2

Sea k un cuerpo conmutativo de caracteristica p # 0, de elemento uni-
dad e, y sea f(x) =" —x—a un polinomio irreducible del anillo K{x].
Demostrar, utilizando el ejercicio VI, 7, que el grupo de Galois de la cous-
cion f(x) =0 es ciclico de orden p.

210

Sean k un cuerpo conmutativo de caracteristica p # 0, de elemento uni-
dad e, y K una extension de Galois de k, tal que el grupo de Galois G = Gk
sea ciclico de orden p. Dmgnalnos por ¢ un generador de G y por & un o
mento primitivo d
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1.° Demostrar que los clementos & = o/ (&, =0, 1, 2,..
distintos.

2.° Pondremos, para cada entero n tal que 1 <n < p—

Sa

5 e
Demostrar que los S, no son todos nulos y que o(Sy) = Sp.

.° i ng €5 un indice 7 tal que S, # 0, definimos un elemento 7 de K
poniendo

.
S+ 5

Demostrar que 7 —1, € k. Deducir quelK es] Sl rde; dammponaén
deo un polinomio irreducible de Ia forma f(x) = ekl

25
Sean k un cuerpo conmutativo, e clemento unidad e, L = k(x) ¢l cuerpo

de las fracciones racionales en una indeterminada x con cocficientes de k,
oy 7 los k-automorfismos de L definidos por

o

X T =

iCusl es el grupo G engendrado por o y 7?
2° Sea

@zt
Aot

Demostrar que el cuerpo fijo de G es K = k().

26

un cuerpo conmutativo, de elemento unidad ¢, y L un cuerpo de
descomposiion dl poliomio /() = "¢ € Kl 51 K e do camccs-
p # 0, se supone que p no es divisor de .
* Sen & una vz primiiva de I ecuacion () = 0. Demostar que  todo
Kautomorfismo o de L se puede asociar un nimero entero s, definido mo-
dulo n, tal que o(§) = &.
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Deducir que el grupo de Galois G = Gy cs conmutativo ¢ isomorfo
al grupo de unidades del anillo Z/(x).

27

Sean L un cuerpo conmutativo, G un grupo finito de automorfismos
de L, K el cuerpo fijo de G.

Se dice que un conjunto { X}, de elementos no nulos de L es una solu-
cién del problema de Nather si

Vo, T€G)  Xg0(x:) = Xoos-

1.° Demostrar que { X, },c €s una solucion del problema de Neether
i,y 56lo si, existe un elemento 1o mulo a de L tal que

Vc6) x=aola).

2° Demostrar que existe una biyeecién entre ¢l conjunto de los homo-
‘morfismos de G en el grupo multiplicativo de K y el conjunto de soluciones
del problema de Naether formadas de elementos de K, y demostrar que para
una solucién tal, los elementos @ considerados en el punto 1.° satisfacen una
ecuacion de la forma " — b = 0, donde b € K'y r es un entero independiente
dea

20

Sea K un cuerpo conmutativo con infinitos clementos y cuyo elemento
unidad ¢s e. Sean L una extension finita de Galois de K, y G = Grxc =
= {1, > 7n} €l grupo de Galois de L sobre K. Se sabe que L puede obte-
nerse a partir de K por medio de Ja adjuncion de un clemento a: L = K(a).
Sea f(x) € K[x] el polinomio caracteristico de a.

'ada uno de los (1 < i < n) puede prolongarse por un K-automor-
fismo ; del anillo de polinomios L[x]. Ponemos,

L) _ ;
000 =L sw=oe a<i<n.

Establecer los resultados siguicntes:

10 3 g
Z
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2° f(x) es divisor de g(x) gi(x) si i # j, y también lo es de
(8P —&i)-
32 Si D(¥) es el determinante de la matriz M = || uy]|, donde
g = Py o Pj) (53],

£ () es divisor del polinomio [D(x)F—e y, por consiguiente, el polinomio
D(x) no es mlo.

42 Siaesun elemento de K tal que D(@) # 0, y si
t0s g(b) (1 < i < ) forman una base del K-espacio vectori

8(a), los clemen-

2

Sea L ¢l cuerpo Q(8), donde £ es una rafz primitiva séptima de la unidad.

Utilizando el ejercicio VII, 26, estudiar ¢l grupo de Galois G = Gq, deter-

minar sus subgrupos propios y los Guerpos intermedios. Dar un clemento
primitivo para cada uno de estos’cuerpos intermedios.

30

Sea L el cuerpo Q(&), donde & es una raiz primitiva de indice doce de la
unidad. Utilizando 1os ejercicios VII, $ 'y 26, estudiar el grupo de Ga-
lois G = G,.q, determinar sus subgrupos propios y los cuerpos intermedios.
Dar un elemento primitivo para cada uno de estos cuerpos intermedios.

3

Sea K un cuerpo conmutativo, de elemento unidad e, que contiene una
raiz primitiva n-ésima de la unidad. (Si K es de caracteristica p # 0, supone-
mos que p no es divisor de n)

Sea L ¢l cuerpo de descomposicion del polinomio

S =("—a) (" —a) ... x—ap) (g€K).

1.° Demostrar que L es extensién de Galois de K.

2° Demostrar que G = G, s conmutativo.

3 Demostrar que el orden de cualquier elemento de G es divisor de n.
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2
Sea K un cuerpo conmutativo de caracteristica distinta de 2y de 3, y sea
f() =+ ax+beKx]

un polinomio irreducible y separable. Designamos por a un cero de f(x) en
una extensién de K, y por e el elemento unidad de K.

1.* Demostrar que para que K(a) sea cxtensién normal de K cs nece-
sario y sufici 4= — 27 bsea de K.

Demostrar que si K(a) s extension normal de K, y si la ecuacién
%+ 3¢ = 0 no tiene ninguna raiz en K, existen clementos , s de K tales que

S#£0, a=—3("+3s), b=2r("+3s).
3 En el caso particular en que K es el cuerpo Q de los nimeros racio-

males, o el cucrpo R de los niimeros reales, verificar que las condiciones en la
cuestion precedente, son suficientes para que K(a) sea extension normal de K.



Soluciones

1

1° La existencia y unicidad de los polinomios pj(x) resulta inmediata-
‘mente de Ia teoria de la descomposicion de una fraccién racional en clementos
simples:

& 2
21 5w’

LA .
IR ORO)]

de donde

=% pwa .

2° Haciendo en la igualdad precedente x =g, s obtiene

de donde
A=Ae=4(2: e,)g Y dg=3XL y A=3I,
V=1 i=1 =1 j=1
e e = @) fia) py(@) ple) = 0, si j # k, porque k el segundo miembro
contiene al menos una vez todos los factores fi) (1 < / < r) cuyo producto

¢s f(a) = 0. Resulta entonces I; Iy =0 para j #
Sea ¢ un clemento de 4. Por lo menos admite una descomposicién de

Ia forma & =lE £& donde & € I;. Entonces se tiene
bt

=fe=tatate)=bg=Ct.tE =t

1o que demuestra que las componentes & estan determinadas de modo tinico.
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Ademés, haciendo & = ¢; la unicidad de & implica & = ¢, de donde
Cada ¢ ¢s, pucs, idempotente, y por tanto elemento wnidad del

Sibaniio .
ey a1y iplica Klaeg] S §. Inversamente, i

8@ = % auater;,
Z¢

se tiene
#(@) = (@) ¢ = glaes) e klaey], de donde I = Kfaej).

Consideremos, finalmente, dos clementos de A:

=3¢ n=3n
3 i

Segin los resultados precedentes, la componente de & en Iy es & 7.

La aplicacién ¢ {; s pues un homomorfismo suprayectvo de anls
Por tanto, /; es imagen de K[x] es un homomorfismo .

Sea g(x) e K[x]. Para que g(x) pertenezca al nicleo de @, es necesario
y suficiente que g(a) ¢ =0, lo que equivale a las condiciones sucesivas

£ py(¥) gi(x) =0  (mod. 1),
i) g(3) s divisor de gx) py(x) g1(3),
£i(¥) es divisor de g(x) py(x),
£i(x) es divisor de g(x) (pues fj(x) y py(x) son primos entre si).

El niicleo de & es pues el ideal (f(x) v cl anillo s efectivamente iso-
morfo al anillo cociente de K[x] por ese i

Observacién: s. los fi(x) son irreducibles sobre K, los I; son, por lo
antedicho, cuerpos

Es evidente que
L = k(4, B) = k(4) (B) = A(B).
Sca { by, .., bn} una base del k-espacio vectorial B. Los clementos de

esta base engendran el A-cspacio vectorial Z, luego (L : 4) < g. Se ve lo
mismo que (L : B) < p.
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Ademés
L) =(L:AMA:R) <pg

2° Para que (LK) =pg es necesario y suficiente que (L : 4) =g,
es decir, segiin ¢l razonamiento de la cuestién precedente, que los elementos
de una base de B, considerado como espacio vectorial sobre k, sean también
linealmente independientes sobre A (o que los elementos de una base de A
sean también lincalmente independientes sobre

35 Con las hipdtesis del enunciado {s, u} o base de A y {&, 4}
s una base de B, considerados como k-espacios vectori

La hipétesis € B implicaria 4 € By, por oonslgmen te, A = B. Luego,
S A% B, no pertencce a B, Demostremos que entonces ¢ y @ son lineal-
mente independientes sobre B. Si existicsen

x+ B, S AR R

tales que

X+ HE +Y Pa
0, y la hipdtesis

1 hnpélcsxs X+ f =0 implicaria x
¥ B # 0 implicaria

a=—+yprx+rpeB,
1o que contradice A # B. Luego, segin ¢l punto 2% se tiene (L : K) =4,
Si L = K, puesto que L = k(c, f, af) los clementos s, a, §, af son lincal-
mente independientes sobre k, y forman una base

En fin, si { & a, £, @B } es una base de L sobre k, « ¢ k(g), § ¢ (a), luego A
y B son distintos.

3

1° Sea L un cuerpo intermedio: k < L € K. Si es K = k(a), el ele-
mento « admite en k[x] un polinomio caracterlstico

S =g+ @ %+ et Gy XY, (@ €K,
¥ en L{x] un polinomio caracteristico

8X) =by+byx + o + by B+ 8, (Bel).

Se sabe que en tal caso g(x) divide a f(x) en Kix]y que (K : L) = 4.
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Consideremos L' = k(by, by - by-). Es claro que L' S L'y que K=
= L'(a). EI polinomio g(x), irreducible en L[x] lo es también en L'[x], de
donde (K : L') = g. Resulta que L' = L, y L queda perfectamente determi-
‘nado por el polinomio g(x). Como f(x) no admite més que un nimero finito
de divisores con coeficiente principal igual a la unidad en K[x], no puede exis-
tir més que un nimero finito de cuerpos intermedios.

2.° Si el cuerpo k e finito, K también es finito, el resultado a demos-
trar s consccuencia de las propiedades de los cuerpos finitos (texto: X, 7).

Si k tiene una infinidad de elementos, es suficiente establecer que para
cada par de elementos a, f de K existe un elemento y de K tal que k(a,
= k(y). Para cada a €k consideremos y = az + fy el cuerpo intermedio
K(3). Siendo finito el nimero de esos cuerpos, existe nl menos un par (ay a)
de elementos distintos de k tales que, Si 7, =@,a -+ f, 72 =aya -+ f, se
tiene k('y,) k(). Si es asi, 3, y 7, pertenccen a k(a, m. ‘pero también, reci-

rocamente,

a=(@—a) (n—r)ekl) vy B=n—accki)

de donde k(a, f) < k(zy), es decir, k(u,ﬁ)—k(y,). El resultado obtenido
se extiende en seguida, por recurrencia, al cuerpo k(a, a, .., &) (s > 3).

4

e ¢l elemento unidad comiin a los cucrpos K y k. Existen bases {e, £}
de K sobre k, y es K = k(§). Puesto que (K : k) =2, los elementos e, &, & de
K no son linealmente independientes sobre k, y existen elementos u, v €k

ety

1o si knoes de caracteristica 2, existe ' € k tal que 2 ' = u. Poniendo
% se tiene ¢ =a, y {e,a} cs todavia una base dc
K sobre k, de donds K = k(&) = k(@ Es K cuerpo de rupturs, y tam
cuerpo de descomposicién, de f'(x) = x*—a € k[x].

La reciproca es evidente.

2°Si k es de caracteristica 2, el mismo razonamiento es vilido cuando

= 0. Se obtiene asi un primer tipo de extensiones cuadrticas de k,  queson

los cuerpos de ruptura de los polinomios irreducibles f(x)
Cuando u # 0, existe a tal que & = ua. Entonces a verifica la = contléa

@=a+a con a=utw

Entonces K es cuerpo de ruptura de f (x) = x* — x—a e k{x].
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reciproca es evidente. Se obtiene asi un segundo tipo de extensiones
cuadriiicas de k.

Consideremos 3 K@), Ly = K@), con & =a, [ =+ b siendo los
polinomios ¥ —a y x* 013 s sabre . Sllpongnmos, para re-
ducir al absurdo, que exista un k- isomorkizmo g da I sobes Ly 817 = 96,
existen p, ¢ € k tales que f = p -+ ga, de donde f* = p‘+q‘a»ﬁ+bla
que implica la contradiccién f ¢ k.

Observaciones: 1. Se puede demostrar anilogamente que 1o existe
ningtn isomorfismo ¥ de L, sobre L, dejando a k globalmente invariante
festo es, (k) =

2° Puede suceder que L, y L, sean dos cuerpos isomorfos, aunque,
desde luego, no pueden ser k-isomorfos.

5

1.° Por ser (K:K) = (K: L) (L : k), un cuerpo L tal que k< L< K,
debe ser neces te una catension cuadritica de k.
condici loads o e, puos o X o= (0, dorts ¥ v wn
cero del polinomio. educible /() % & ar' 4 B CkL¥), basta. tomar
L = k(&) para obtencr una extension cuadrtica.
Reciprocament, s L un cuerpo otemidio pos tanto exeasén ua-
dritica de k. Entonces, por ejercicio VI, 4, L es de la forma k(x), con o =
CF, a#£. I K wna cxtnsion candriiin o L 1mgo K o= LD, oo
=peL A¢L.
El elemento f de L se escribe f = pa + g; p, qek,
Sip # 0, es A un cero del polinomio bicuadrado /(¥ 0 —apt,
L igusldad a = .3 (4 ) implica Z = K@) < k(D luegn k=L
< k(?), y por consiguiente K = k(A). Puesto que (K : k) = 4, ¢l polinomio
70 < irucible, y K 5 cucrpo do ruptors dé cte polmortio sobre k-
Si p =0, pongamos A = i —a. Es claro que K = L() = L{u), y que
& m oero 0 polinonio bicusdrado

80 = (2 + a—qP —4axt.

No pertenece 4 a k, pues de pertenccer seria A =y —a un elemento
de k(a) = L. El polinomio caracteristico de u sobre k es de grado al menos 2,
Tuego de grado 2 0 4, puesto que k(1) es K o cs un cuerpo intermedio. Ahora
bien, una igualdad /@ = su + £ (s, t € k) implicaria 2au +g—a = s + 1,
0 sea s € k(a), de donde la contradiccién L(x) = L. Finalmente, g(x) s irre-
ducible y K = k(u).

15, B
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2° Segin el cjercicio VII, 2, la condicién k(a) # k(6) implica la inde-
‘pendencia sobre k de los elementos ¢, a, 8, af, donde e es el clemento uni-
dad de K.

Es evidente que k(af) es una tercera extension cuadritica de k conte-
nida en K. Sélo falta demostrar que no hay ninguna

Un elemento de K tiene la forma

=x+y+zp+wf (xyzntek).
Puesto que toda extension cuadritica de k es de la forma k(¢), donde

ek, § ¢k, (cfr. ejerc. VII, 4), el problema propuesto equivale a la resolu-
cién en k del sistema

Xy bzt =0,
xz+apt =0,
yz4xt =0,

%, 1 10 todos son nulos.

Se constata fécilmente que las soluciones para las que £ =0 conducen
2 los dos cuerpos k(a), k(#) mientras que las soluciones para las que ¢ # 0 con-
ducen al cuerpo k(af)

3° i Kes finito es un campo de Galois, lo mismo que k.

Si k tiene 7 clementos, K deberd tener 74, y un cuerpo intermedio L
tendra p*, siendo p la caracteristica comin de estos campos.

Se sabe que un subcuerpo de un campo de Galois estd determinado uni-
vocamente por el nimero de sus elementos (texto: X, 7). Por tanto, K admite
un dnico subcuerpo L tal que (K : L) = 2. Por lo demis cste subcuerpo s
el conjunto de raices de la ecuacin

xP—x =0,

6

1.° Para que £(x) no sea irreducible, s necesario y suficiente que exista
un polinomio g(x) € Q[x], de grado 1 0 2, que divida a £ (x).

Evidentemente, para que exista un tal polinomio de grado 1, s necesa-
rio y suficiente que —r sea de la forma ab, con a €

Para que /(x) admita un divisor de grado 2, es necesario y suficiente
que cxistan nimeros racionales p, ¢, 7', ¢’ tales que

Ar=@+px+E+px+a)
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es decir

p+r

), q+q+p'=0, pg+pqg=0 qq=r

comprueba inmediatamente que tales mimeros existen si y solo si r
satisface una de las dos condiciones siguientes:
@ —res ¢l cuadrado de un nimero racional,
£) 4res la cuarta potencia de un nimero racional.
En resumen, /(x) es irreducible si r no es de ninguna de las formas — %,

.
af(a €Q), y s6lo en este caso.

2° Suponemos f(x) = x4+ r irreducible. Si ¢ es un cero de /(x) en K,
se tiene K = Q(&), ¥ todo elemento de K es de la forma

=atbitc+df, abcdeQ #=—reQ

nsion cuadritica de Q contenida en K es necesariamente de la
forma Q(7) con 72 € Q, 7 ¢ Q (ejercicio VI, 4). Ahora,

o =@ —re' —2rbd) + 2 (ab—red) § + (b — rd®+ 2ac) &+
+2ad + be) &

El problema propuesto es pues equivalente a la resolucién en Q del
sistema

( ad + be
ab—red =
b —rd® 4 2ac =0,
b, ¢, d no todos son nulos.

Una primera solucién resulta tomando a = b =d =0, ¢ # 0; se ob-
tiene

n=c dedonde QU)=Q(E).

Se constata facilmente que si 7 no es un cuadrado en Q, no hay otra solu-
cién. Por el contrario, si 7 = 5%, s € Q, s¢ encuentran otras dos extensiones
cuadriticas,

Li=Q—st+8), L=Qut+8),
ademis de L = Q(&).
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L, L, L, son distintas; se verifica inmediatamente que la interseccién
de dos cualesquiera de estos cucrpos es Q.

7

° Segin el teorema de Fermat (texto: X, 7), los ceros del polinomio
J®) = xP—x son los elementos del cuerpo primo
Siaes un cero de f(¥) = ¥ — x—a ¢ kfx] en un supercuerpo K de k,

S () se escribe
=) —(x—a) = (x—aP — (s —).

Para que f s un coro o ) e mcssario y suicente que i — )
es decir, f—a e 11 Los ceros de f(x) estin todos en K. Estos son,

date at2e ., atp—1e

donde e indica el clemento unidad de k.

2° Supongamos que exista algin divisor irreducible d(x) de f(x), de
grado r > 2, pertencciente a k[x]. Si K es un supercuerpo de k que contiene
un et a e 10, s polnomios {3 (2) s descomponen e fciores
de primer grado en K[x], segin la cuestién precedente. Al ser distintos los
oo o 11 Ty, e K o s o ouron o ), 50 pude supomer Gue
Gtossonaya+se(s entero, 1 <5 < p—1).

=s(seIl)y dyx) = d(x + ). El polinomio dy(x) es irre-
ducible en k{x] y admite en K un cero a comin con d(x). Cada uno de los
poliomios 40, 40) s dvisr del ot hego d0) — 40,

hora, si d(x) = i

i) = d(x ) = (5 5 o+ Sy + ' By

El examen de los términos de grado r — 1 conduce a 1a igualdad 8 =
= 80y + 15, de donde rs = 0, , segin la eleccion de s, r =0 (mod. p) y final-
mente r = p.

3. Segin la cuestion precedente, todo factor irreducible de /(x) s de
grado 1 o de grado p. En el primer caso, f(x) tiene p ceros distintos en k.
En el segundo caso, / (x) es irreducible en k.

Por tanto, f (x) es irreducible si y s6lo si ninguno de sus ceros pertencce
ak. Siesasi,ysitell, ¢ # 0, el polinomio

*»
)-5-2

i3 fie ()

e ningtn cero en k; por consiguiente, es irreducible en k.
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47 Sean A = k@), B = k() los cuerpos de descomposc 6n i
de los polinomios irreducibles /() = X — x —a, 8(x) =

Supongamos que existe un k-isomorfismo p de B sobre

El elemento # = (8) es un cero, contenido en 4, del polinomio g(x),
¥ existen elementos cg, ¢, ., ¢ 10 todos nulos de k, tales que

B=co+cra+ w+ cpqart
Se tiene entonces
P @t oD,
¥ puesto que @ =a + 4,
, Rat
Br—B—b=(}—co—b) + ):‘[c;’(u +a)f —cjal] =0.
=
Sea ¢y el Gltimo elemento o nulo de la sucesion cy, cy,..
Si > 1 se tiene necesariamente cf — ¢, puesto que los 7 forman wna
base de K(a), luego ¢, /1.

Otra condicién necesaria es, si g > 2,

G —afa=0.

Pero la ecuacién x» —
nos que gef a =0, lo que implica ¢,

no tiene ninguna raiz en k, a me-
0, contrariamente a la definicion

ol us.g = 0 bmpikior e o lomeytom g 16 okl
B=ataa y b=cqa+d—cfeock el #0),
es decir, 80¢) = fitx— ), con 1 =y, ¢ = co.
Reciprocamente, supongamos g(x) de la forma f(x — o). Si « ¢s un cero
de(x) en un supercuerpo K de k, es f — fa -+ ¢ un cero de g(x)y k(a) = k(B).

ea o un K-automorfismo de K(x). Si se designa por y la imagen
de x por 3, se tiene entonces K(x) = K(y) de donde x € K(

Siendo  un elemento de K(x) existen dos polinomios p(x), 4(x) € Klx],
P( )

tales que y = P2 Se pueden suponee () y g(x) prims ente s
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Siendo x un elemento de K(y) existen Clementos ro, ry, s Sp Sp s St
de K tales que
o+ sy b SM)=rotny+ .t ny

¥ se pueden elegic las notaciones de modo tal que s, y ro no sean los dos nulos
¥ que 5 ¥ i, asimismo, no sean los dos nulos. Deducimos,

. ¢
x 2 slpCl [g) = 2 rlpC) [go)—" s

1o que implica, en particular
(o —s5 ) [g) =0 (p(x)),
(re—s¢%) PN =0 (g(x)-
Por ser p(x), q(x) primos entre sf, se ve que p(x) debe ser divisor de ro— 5, X
¥ q(x) debe ser divisor de r— 5; x. Esto no es posible més que si p(x) y g(x)
son de primer grado,
ax 4 b

a0 @badek ad—beto

y=

Es inmediato que, reciprocamente, la igualdad precedente define un
K-automorfismo de K(3).

2° i un endomorfismo p satisface las condiciones impuestas, el trans-
formado por p de /(x) €K(x) no puede ser mis que g(x) = /). Lucgo
un tal g, si existe, es uinico. Reciprocamente, definiendo ¢ por g[f ()] = £ (x")
se verifica que g es un endomorfismo de K(x) que deja invariable cada ele-
‘mento de K.

Este endomorfismo no es suprayectivo, pues de serlo existirian elementos
Fon v Fms Sp o 5 de K 10 todos mulos, tales que

X+ X+ v S X = rg 1y X o 1y X,
1o que es imposible, ya que x es una indeterminada.

El endomorfismo en cuestin es inyectivo, pues si /(x) & K(x), s6lo es
posible f(x7) =0 cuando f(x) = 0.

9
Se sabe que en un anillo conmutativo de caracterfstica p,

(a+ by

ap + b
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Se demuestra fhcilmente por recurrencia, que
(@+ bP" =a"" + b*".
a aplicacién o es, pues, un homomorfismo de grupos aditivos. También
es un homomorfismo de anillos, pues
o(ab) = (ab)™" = aP" b* = o(a) o(}).

Es o inyectiva, pues @ = 67" implica

a—ty"

So s do un [ omomentamo, pus i 2 € 1, o) = @ =a

Si g es un [I- y I de k admite
una 1ok présima, lucgo ¥ & pertcte, Reciprocaments, s £ & peteco todo
elemento de k admite una raiz p-sima, luego también una raiz (p7)-ésima,
y o es un [l-automorfismo.

La ecuacién x** — x = 0 no tiene més que un nimero finito de solucio-
nes, por Jo que 0 no puede ser el automorfismo idéntico més que si k es un
cuerpo finto. Reciprocamente, si ¢ fiit, y tiene pf clementos, (odos sus
elementos son solucién de la ecuacion x* ; o es cl automorfismo
idéntico si y slo si n es milltiplo de g.

10

1.° Designando con x, y, z, s niimeros reales cualesquiera,

s+zi x+yi‘_

:E+x!+yK+zL=H 4 "
—x+yi s—zi

Se deduce que £, J, K, L son elementos de C, linealmente independientes
sobre R.
Q es por tanto un espacio vectorial de dimension cuatro sobre R, y E,
J, K, L constituyen una base e
E es clemento unidad de C, considerado como anillo. Se verifica inme-
diatamente que

P=K=I*=—FEIJK

—K/ =L KL=—LK=1J L] =—JL=K

Se deduce que Q es un subanillo de C;.
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Finalmente, si M = sE + xJ + yK + zL # 0, su inverso es

M=+ 4y + ) E—xJ —yK—zD) e Q,
Iucgo Q es un cuerpo, evidentemente no conmutativo, al que se llama cuerpo
de los cuaterniones.

Toda matriz sE pertencce al centro de (3. Reciprocamente, una matriz
B+ 57 K L. debe necesasiamente conmuar con J, K L si pertenece
al centro, de donde las condiciones necesarias x =y =
es, pucs, el conjunto de las matrices sE (5 € R); es, pucs, un anilloisomorta a R,

2.° Si M =$E+xJ+ yK+ 2L, se verifica que

Mr=(f—x2—y'— ) E+25x) + 25K + 252L.
Para que M+ E =0 es necesario y suficiente que

=0

Syt
sx=sy=sz=0,

sistema equivalente al

s=0
AtpR=1

Existe pues una inﬂnidnd de soluciones, que se podria expresar en fun-
cién de dos parémetros

Del mismo modo, M‘— 24M 4 oE + af + BK + yL = 0 cquivale al
sistema

Sox—p—F 240 =0
2x(6—2) +a =0,
20—+ =0,
226—2) +y=0.

Soluciones para las que sca s = 4 pueden existir solamente i a, f, 7
son los tres nulos. Entonces el sistema se reduce a

R

Entonces, soluciones para las que sea s = %, no hay ninguna si 12> a,
hay exactamente una si 2* = g, y hay una infinidad si 22 <o.
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Supongamos ahora a* 4 f* +3* # 0. Es cémodo utilizar la incognita
auxiliar § =s— 7. Se comprueba ficilmente que

s=5+4 x

s una solucién si y slo si

donde hemos puesto o + 2 + 7% =4 K%, 0— 2 = pi.
La ecuacién bicuadrada en S que se deduce, admite dos raices opues-
tas. Luego, la ecuacion estudiada admite dos soluciones.
Finalmente, M? + JM + E— L =0 cquivale a
[J’—x‘—y‘—z‘—xir 1=
@x+ls=
2p5—z2=0,
2z5+y—1

Este sistema no admite otras soluciones que
$=0,x=0, y=12=0,

s=0,x

—Ly=1z
1o que lleva a las soluciones M = Ky M = K—J.
1

Investiguemos las condiciones necesarias. Supongamos
—G—d)x—0), @dek).

12
Ftaxtb=FE—0)x—d)

=c+4d=d+ededonde d=d'yb=cd=de.

Entonces —

No puede ser ¢ nulo, y d = be~* = c-*b muestra que b conmuta con

%, luego también con .
(a+c)e=—cla+a) es decir

—a—c implica b =
Stactb=cteatb=0,

¥ ¢ conmuta también con a.
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kectpmwm«e supongamos que f(c) =0, es decir, ¢+ ac + b =0,
y ac = ca. Entor

S@) =@ ax B — (@ ac+ b) =+ ) (r—) +alx — )
es divisible a la derecha por x — c. También lo es a la izquierda, pues

(=) +e+a) =xt—ct b ax—ca=x+ax + b= ().

Si b es un clemento no nulo del centro de K, un clemento c tal que
e tac+b=0
no puede ser nulo, de donde
c+a+bet=0,

lo que implica

A catchet=citcatb

En este caso lodo dwlsor a la derecha de la forma x — ¢ es también a la
izquierda de f(x) = x* + ax + b.
2° Tomemos para cuerpo K el cuerpo ) del ejercicio precedente, y

)=+ Jx+E—L
Los tnicos elementos M de O tales que (M) = 0 son Ky K—J, que
no conmutan con J. No existe, pues, ningin divisor a la derecha y a la iz-
quierda de la forma x—
12

ongamos que A sea un cuerpo. Sea b un elemento no nulo de B;
satisface b una igualdad de Ja forma

b4 py b o+ 4y b+ Gy =0,  (aj€ A).

Si se elige # minimo, es a, # 0. En efecto, si a, fuese nulo, satisfarfa b
una igualdad de I forms bPG) 0, de donde Py — 0, puests que el ani.
llo B es integro, siendo P(x) € Alx] un polinomio de grado n— 1.
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b tiene inverso, puesto que

— gt (O gy B+ @b a)b

Io que demuestra que B es un cuerpo.

Supongamos que B sea un cuerpo y sea ¢ un elemento no nulo de 4.
te admite un inverso ¢ en B, y ¢-* satisface una igualdad de la forma,

(Y + B @+ et a2y =0, (@jed),
de donde
L A . it X L LV

lo que demuestra que A es un cuerpo.

13

Sean A un anillo factorial, K el cuerpo de cocientes de 4, ¢ = — un ele-

a
mento de K entero algebraico sobre A. Los clomentos ¢ y d # 0 de A se pue-
den suponer primos entre si. Existen en A elementos dp—s, da-g, - @i Gy

@ apy @t aya g =0.
de donde
€ Gy v d o+ ay e gy d= 0.
o fuese una unidad de A esta igualdad implicaria una contradic-
cién, puesto que d dividiria a c7, mientras que al ser primo con c lo es también

n cn.
Por tanto, d es una unidad y a € A.

14
de caracteristica p, p no divide a 2n+1 ni a 4n+2,y s
p\ledm utilizar las propiedades del cuerpo de las raices m-ésimas de a uni-
dad sobre I7 (texto: X, 6). Es claro que f# = —a® implica 77(8) < 1(@) y
fintE = (D e = g,
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Por tanto f es una raiz (4 n + 2)-ésima de la unidad. Para demostrar
que se trata dc una raiz primitiva, basta demostrar que engendra un grupo
‘multiplicativo de orden 47 + 2.

Supongamos pues A = e, con r entero natural, es decir

(—lyam=e.

Ninguna potencia de  es igual a— e, luego r e par, 7 = 25. La igual-
dad an — e implica entonces, puesto que a s raiz (2 -+ 1)-ésima primitiva
do e, que 27+ 1 divida a 2.sm, luego que divida a 5. Luego r es miltiplo
de 4n+2, lo que termina la demostracién.

Toda raiz (2n -+ 1)-ésima de e, es raiz (4 n + 2)-ésima, por lo que a
es una potencia de Ia raiz primitiva , de donde /7() < I7(B), y de aqui la
igualdad 11(e) = I1(5).

15

Sean a y § dos clementos en K tales que a* = u, f = v; como u y ¥ 1o
son cuadrados de elementos de k = 1(u,») se tiene, poniendo 4 = k (@),
B=Kkp),

Al =(B:k=2

A'y B son distintos, pues si, por ejemplo, f pertencciese a 4, existirian p
¥ ¢ clementos de k tales que f = p -+ ga, de donde

Y L )
y existirian polinomios £ (u, ¥), g (u, v), h (u, ¥) € I[u, v] tales que
S, v) + ug¥(u, v) + v, ¥) =0, f (u, ) # 0.

Ahora, cuando la caracteristica s 2, el cuadrado de un polinomio sélo
comporta monomios cuyo exponente es par, por 1o que tal igualdad es im-
posible.

Segin el ejercicio VII, 2 el menor subcuerpo de K que contienc a A y B,
es decr, el propio K, es de grado 4 sobre k; y una base del kapnmo vectorial K
es {e,a f, ap }, designando con e el clemento unidad de I1.

i £ es un elemento cualquiera de K, es e la forma

E=xtyatzfttap (oyzreh),
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de donde
E=xiPut vt Luek

Sc tiene pucs, si & ¢, (&) : k) =2, luego k({) # K. Por tanto K no
admite ningdn elemento primitiv.

Puesto que existe un entero » tal que o =4, a es algebraico sobre el
cuerpo primo I7. Por consiguiente k = I1(a) es un cuerpo finito, cuyos N
elementos son raices de la ccuacién xN —x = 0. Se tiene pues, cn el anillo
Klx] la factorizacién

—x=Tx—b).
bek
1.° Designemos por y y & las aplicaciones de K en K definidas por

70) =

y, 00)=

Puesto que a conmuta con todo elemento de k, 7 y & son endomorfismos
del espacio vectorial K, y p =3—y ¢ H.
‘Ademis, y y 6 conmatan, y se puede calcular g? por Ia férmula del bmo-
‘mio. Como la caracteristica de k s p, Ia de H s también p, y ¢
Del mismo modo, ¢ = &
() — aVy — ay — d(y) implica O — 8. También 7
pues N = p. Por consiguiente, resulta que

N—p=Ilp—b)
bek

2 Por hipdtesis, L o, Fongemcs p = gl —s. Existe i
o # Oen K, tal que 0. Ahora bien, p ave ool producto do 1os p—be
Curndo b recorrs £+ m K { 03, mo es pise ayectiv, y cuitn ol meaos
by ek tal que g — Bye no sea inyectivo.

Existe pues un ¢ ¢ K tal que ¢ # 0, ¢(e) = by ¢, lo que implica

cact =a + by

tiene tami . luego cac-! es una potencia de a, lo que concluye
la d:momclén.

e un gupo clc. 5. ol menoretero postiv al e — .50
==




238 ‘CUERPOS. ECUACIONES ALGEBRAICAS

7

Sea e el elemento unidad de K. Si K es de caracteristica nula los elemen-
105 ne(n € Z) son todos distintos. Un elemento tal no puede ser de orden
‘multiplicativo finito més que para los valores 0, 1, — 1, de n. Luego si K*
es un grupo con torsidn, la caracteristica de K es necesariamente un némero
primo p.

Supongamos que existe un elemento @ de K que no pertencce al centro
de K. Entonces, segin el ejercicio precedente, existirén también un clemento ¢
10 nulo de K y un entero s, tales que

cact=a' # a.

Los supuestos a y ¢ engendran en K* un grupo finito, en que todo ele-
mento puede ponerse en la forma @' c%, donde 4 y 4 son enteros tales que
1<4<a1<p<y, designando por a y y los érdenes de a y c.

El anillo engendrado por a, ¢ y los elementos del cuerpo primo de K
es entonces un anillo integro (como contenido en K) y finito. Es pucs un cuerpo
conmutativo, segin el teorema de Wedderburn, lo que contradics que

cact # a.

No hay, pues, en K elementos que no sean del centro de K, es decir, K
s conmutati

18
Sea K un cuerpo finito del que e e elemento unidad. Por consiguiente K
es conmutativo (texto: X, 9).
Sean ay, s, .., ay los elementos de K. El polinomio
SR =et+x—a)x—a)..(x—an) €K[x]

satisface Ja condicién f(a) =e, (1 < i < n), lucgo no puede tener ningin
en K.

19

.17 So verifica ficilmente que la relacin asi definida en L es una rela-
cién de orden. Sea {(Ly, p2)}ic, una cadena extraida de 0. El conjunto
* = U L es un subgrupo aditivo de E, pues ¢l conjunto de subgrupos
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aditivos de E es U-inductivo. Si a y b # 0 son dos elementos de L*, existen
indices 4, u € A tales que a € Ly, b € L. Si, por cjemplo, Ly S Ly, ab € LS
< L% y L* es un cuerpo.

‘Para todo x € L* existen 2 € A tales que x € L, ¥ ¢:(x) es inc to
del indice 4, puesto que los L; forman una cadena; poniendo ¢*(x) = pi(x)
se define pues una aplicacion de L* en E. Se verifica inmediatamente que ¢*
es un K-homomorfismo inyectivo. Por tanto .2 es un conjunto inductivo.

Todo elemento (L, ¢) de .2 esti pucs conunldn s elemento maxi
(L, 9. Es suficiente demostrar que Ly = E ¥ g

Pongamos g,(Ly) = L, y supongamos L, # % e €E, c¢ Ly Como ¢
es algebraico sobre K 1o es también sobre Ly, Sea

#9 = & et L4fx)
su polinomio caracteristico. El polinomio

hx)

- "ov,x‘. donde v = pylid,

es irreducible sobre Ly puesto e £(9) s irreducible sobre Zy. Tal polinomio
admite en E un cero d ¢ L,. Se sabe que existe entonces un K-isomorfismo
@ de Ly(c) sobre Ly(d) que prol nga 0. Pero_entonces (Ly(c), ¢;) mayora

esnicancate (L ) o que contratin 1n defnicit do (L o). Se tiene,
pues, L = E. De modo anélogo se verifica que L, = E. Resulta efectiva-
mente g, €G.

2° Siayb tienen ¢l mismo polinomio caracteristico, existe un K-iso-
morfismo ¢ de K(a) sobre K(5) tal que b = p(a). Segin 1o 1.%, ¢ puede pro-
longarse por un K-automorfismo o de E.

Reciprocamente, si o(a) = b, con g € G, y si @ y b tienen por respectivos
polinomios caracetotions 1) 3 802, s enen lon fsomerfiomos sigucates

KE/(f () = K@) ~ K() ~ KIx)/(2()),

lo que implica f(x) = g(x).

Supongamos a”" €K, y sea § on demesto do . L condilén

- qv(ﬂ‘ ) implica [p(a) — "™ =0, 0 sea, p(a) =a, y ac K.
upongamos a & x, @K ¥ cbn o agebraico sobe K,
sea f(x) su pnlmamm caracteristico. Para todo cero b de f(x) en E existe,
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segtin el cjercicio precedente, un ¢ € G tal que b = o(a). Puesto que ac K,
) = todos Jos coros de {09 quedan superpucstos. Com ¢ grado de
£ () es superior a 1, se tiene 7 (x) € K[x"]. Més precisamente, existe un en-
tero natural h tal que

SR, f() ¢ K [
Existe pues un polinomio irreducible g(x) € K[x] tal que
S@ =g, g0 ¢ Kix7)
En particular, g(x) es separable. Pero si ¢ es uno de sus ceros, y d es una

raiz de la ecuacion xP = c, se tiene /(d) = g(c) = 0, luego d = a y ¢ = a™,
Por consiguiente g(x) es de primer grado, g(x) = x—¢, y ¢ = a” € K.

2 L apicacién ¢ de £ en , defnids por ) — a7, e un automor-

fismo de E, pues E VIL,9).
Si K es perfecto, 7(K) = K. Se deduce, pm oo entero m, K = (K).

Segin 1o visto 1., K es la unién de todos los T(K), y K

i K,wdoelmwwrdzl(admnuanl:'nnaniz

n de K, r' €K, luego r' €K, y K es perfecto (X, 4,

E, clausura algebraica de K, es también clausura algebraica de K. Todo
E es un K- de E. Por consiguiente, K es

también el cuerpo fijo de Gk, grupo de los K-automorfismos de E. Segin
‘precedente, K cs por tanto un subcuerpo perfecto de E.

Finalmente, i L es un subcuerpo perfecto de E conteniendo a K, es claro
que K< L =L, siendo L el cuerpo fijo del grupo G, de los L-automor-
fismos de E.

32 i K#K, K no es perfecto, y K estd contenido estrictaments en
1 (K). Resulta, para todo m natural, que v (K) =Ly esti contenido es-
trictamente en 7+ (K) = Ly

Puesto que (Lmis : L) > p, (

:K) 1o puede ser finito.

21

La resolucién del sistema de ecuaciones

B4 Pp—2x=0,
*—xy=0,

‘muestra que a admite dos ceros sobre C (y también sobre Q o R), que son
©0y @D,
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El polinomio / (x, ) = x — y toma el valor cero para cada uno de estos
ceros. Por cmmg\nenu, segin ¢l teorema de Hilbert (texto: X, 11) existe
un exponente p tal que (x—)Y €a, es decir, que existen dos polinomios
8(x, ), hlx, y) € Qlx, }’] tales que

(=) =80x ) 6 + )2 —23) + hx, ) (2 — 7).

Haciendo x = 0 se ve que p debe ser necesariamente al menos igual
a2, lo que implca £, 0 0. El segundo micmbro no puede contener
un monomio en 3* no nulo, luego p >

Buscando g(x, ), h(x, ») por el método de los coeficientes indetermi-
nados, se ve que el valor p=3 conviene, y que es

(=) = (=) (& + 2 —22) + 201 —)) F— ).

2

De fas propiedadss recordadas en ef enunciado resulta que 10 oxiste
inguns. verdadera extension de grado impar de R, ni ninguna
de grado 2 de C. En cfecto, siendo R y C de caracteristica 0, tales exunsxones
serian simples (teorema del el:m:nlo primitivo) y su existencia contradiria
las propicdades citadas.
Sea £ () un polinomio de coeients complcis, supusto irreducible.
Si ¥ es un cuerpo de descomposicion sobre C de dicho polinomio, pongamos
(N : €) =2"m, siendo m entero impar. Se tiene enloncts (N:R=2"m,
¥ e uns extenidn plcisina do Ry
1 grupo de Galois Gy admite, segin ¢l teorema de Sylow, un sub-
gmpo I* de orden 2%, cuyo cuerpo fijo K verifica (K : R) = m. Esto 1o es
posible a menos que m = 1, luego (N : C) =
Si  fuese por 1o menos igual a 1, cf grupo de Galois Gy,g admitiria
(tsorema de Sylow) un subgrupo I" e orden 23 cuyo oterpo fo K seria
tal que (K': €) = 2. Esto es imposible, luego r =0, y N =

2

S¢ ha visto en el cjrcco VI, 7 que todo crerpo de ruptus de /<)
es cucrpo de descomposicion. Si K es un cuerpo tal, K es extension fi
Souary sepesatls 38 &5 o i do GAlals 6 s G 8 do orden i luego
ciclico.

Es claro que si a es un cero de /(x) en K, existe un k-automorfismo
finico o de K tal que o(a) = a -+ ¢, y que o es un generador de G.

16 Bowo
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%
1.2 Todo elemento de K es de la forma

ama ettt a1, gek,

puesto que K es una extension de Galois de k, con (K : k) =p.
Si & = & para 0.<j <j' <p—1, se tiene of (§) = 0/(§); de donde
o-i(8) = £, lucgo, para todo a € K, o/~I (x) =a. Esto implica j’ = (
es decir, j' =j.
2° De la cuestion precedente resulta que el determinante de Vander-
‘monde de los & no es mulo:

I . IR S
e & # LY e s & L
e & & grl=les & g | #0

I TR = L OIS O~
Luego los S, no son todos nulos.
Ademis, o(§) = &1 3 £ = & implican o(51) = S

3° Transformando por o la igualdad que define 7 y sefalando que

j+ 1) & — &

=
se obtiene
M
o) = Sp00) = — B je1y = 501+ 0
es decir, () =7 + e. En particular 5 ¢ k.
dy
o —n) =+ P —(+ ) =17 —7,

luego 7P —nek.
Como ek =k(), ki) < k).
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Es (k(n) : k) = p, pues, segiin el cjercicio VII, 7 el polinomio

T =5 —x— P —1)

es irreducible en k[x]. Por consiguiente, K
composicion de £ (x).

() = k(§) es cuerpo de des-

25

1.° Designando por &, a, f, y los k-automorfismos de L definidos por

) =x a)

e o ||| B]|7
e|e o | |al|p]|y
c|ale|alc|v|8
e |B|e|r]|o]a
a|la|y|o|B8]|s]|r
BB | |7 |e]|a]|o@
y | v |a|p|o|z]e

Sea
(), =, lo que implica K = k(y) < F. Lllzgo 353, por tanto, todos } 4
clementos de G, son K-automorfismos d

El elemento x satisface la ecuacién dc sexto grado

(B —x— P —2x— ey

de coeficientes en K. Se tiene pues (LK) < 6.

Como ¢l conjunto de automorfismos considerado es un grupo, y F s
su cuerpo fijo, resulta (L, F) = 6 (texto: X, 12, teorema 4). Puesto que
k< K< FE L, s¢ tiene en efecto K =

6. Bows
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2

= nxnt

La ecuacién f(x) =0 no tiene raices miltiples. En efecto, /'(x)
20 65 nulo, puesto que, i p # 0, puas divisor de . Las raices de /(x) =0
son, pucs, §, &, ..., &7, &1 = lo K-automorfismo o de L transforma &
en otra raiz primitiva, luego I Camfiria g wa & con s eniers primo con 1.
Si 7€ G, con 7(§) = & 1 entero primo con , se tiene

@0 O =) = & = (o1 (O

Resulta que G es conmutativo. Ademds, la aplicacién o —3, donde ¥
es la clase de s modulo 7, es un homomorfismo del grupo G en el grupo de
Ias unidades de Z/(x). Como un K-automorfismo de L estd determinado por
su efecto sobre &, este homomorfismo de grupos s inyectivo. También es
suprayectivo puesto que G es un grupo finito.

Observacion: Si n es un nimero primo, Z/(s) es un cuerpo, su grupo
‘multiplicativo es ciclico y G es ciclico.

27
1° i, para todo o &G, x, = a~ o(a), es evidente que
(0 07) (@) = Xoor.

Xo0(5) = o ofa) ol x(@)]

rocamente, supongamos que { X, }oeg constituye una solucién del
‘problema de Nather. Los automorfismos o € G son distintos, luego son lineal-
‘mente independientes sobre L (texto: X, 12, teorema 3). Existe pues b ¢ L
tal que

2 x0(8) # 0.
i
Aplicando o y multiplicando por x, se obtiene

%,0(c) = T x30() (00) (b) = 2 X500 (7 00) (b).
6 s

Pero 0 0 0 recorre G cuando 0 recorre G, de donde

Xq0(c) Zcx- 00) =

Es pues suficiente poner a = ¢-1 para obtener x;
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2.° i todos 10s x, son de K, €5 o(xr) = x, para todo indice 7, y X X, =
= Xyor. La aplicacién f de G en K definida por f(s) = x,, es pues un homo-
morfismo de grupos.

Reciprocamente, si f es un tal homomorfismo, y si /(¢) = x, para todo
7 €G, se tiene

Xy 0(x;) SO @ =f@o1) =Xeor.

Es evidente que dos homomorfismos distintos proporcionarén dos solu-
ciones distintas del problema de Nether, y reciprocamente.

Enfin, i res el m.c.m. de los ordenes delos o & G, y i x, = flo) = a~ o(a),
se tiene

XX

avola) =x}

@) =sE)=e
(siendo & y e los elementos unidad de G y de L), de donde o (@) = a"y a" ¢ K.
2

Se sabe que f(x) es de grado n, y admite en L los n ceros distintos a; =
= (). De otra parte, para todo

He = F axleLld,

D)) = E .

Resulta asi que g(x) no es otro que
S
F—a)f (@)
¥ que ga) = 8y (simbolo de Kronecker).

1.° e— 2 g(x) es un polinomio de L[x] de grado n—1 a lo sumo.
=1
Como toma el valor 0 para los n valores
nulo.

intos x = aj, s el polinomio

2.° Del mismo modo, los polinomios g(x) g(x) y [g(x)* — &(x) toman
el valor cero para x =a; (1 < / < n). Son, pues, divisibles por f(x).

Observacion: Todos los a; tienen las mismas propiedades, lucgo todo lo
que precede subsiste si se reemplaza g(x) por g(x).
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3° Si M’ es la traspuesta de M, se sabe que [DEF = det (MM,
M=yl = 2
Siizj

v = E Pl 8]

Cada uno de los términos de Ia suma es divisible por /(x), segin la ob-
servacion al fin de 10 2.% luego también vy.
Por andloga razén,

\3 =|Zl'1’erKX)l
tiene el mismo resto médulo £ (x) que

3 o g =
=

Por tanto, f(x) es divisor de v

El desarrollo del determinante demuestra ahora que f(x) es divisor de

[D(X)F —e.
Para x —a se tiene pues [D@F = e, luego D(e) # 0, lo que prucba.

que D(x) n0 es el polinomio nulo.

4° D) slo tiene un nimero finito de ceros en K; siendo X infinito
existe un a € K tal que D(a) 0. Poniendo b = g(a), ¢l determinante de los
(@10 9) () no seré mulo.

Silos i(8) no fuesen independientes sobre K, existirian x; € K, no todos
nulos, tales que

2 X p®) =
P
de donde, aplicando g, pucsto que ¢i(x) = 3,
lz‘xt(m o) ®) =0, Gj=12.,m),

1o que contradice 1a hipétesis hecha, pues se trata de un sistema de Cramer.
Los 4(b) son pues independientes y constituyen una base do L.
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2

L es una extensién finita de Galois de Q. Segin el ejercicio VII, 26, Gy..q
es isomorfo al grupo multiplicativo {1,2, 3, 3, 3, 6 } del cuerpo Z/(7).
Existen pues dos subgrupos propios, cvidentemente ciclicos

={L33}, {1, 8}.

L es pues una extension de grado 6 de Q, y existen dos subcuerpos inter-
medios, Ly y Ly

Ly es ¢l cuerpo fijo del subgrupo ciciico de orden 3 de Gi,sq. Es pues
una extension cuadrética de Q, ya que (L : Q) es igual al fn ese sub-
grupo. L, contiene al elemento 7 = & 4 &2+ & que satisface la ecuacién
X+ x +2 =0, imeducible sobre Q. Luego

L=Q) = QG |7,
‘pues las raices de esta ecuacién son H(— 1+ }7) y 3(—1—i}7).

Ly es el cuerpo fijo del subgrupo ciclico de orden 2 de G,q. Es pues
una extensién de grado 3 de Q, que conticne al elemento § = & + &, y al
elemento &+ & = ¢2—2, luego también a 2. En efecto, { cs invariante

i &, Se verifica ficilmente que ¢
¥ que esta ecuacién es irre-

ducible sobre Q. Por tanto, Ly = Q).
Tomando, por cjemplo, & =m—z7l + isenz—;‘-, se obtiene

72m3—7", de donde L.:Q(cﬂss—”).

30

L es una extension finita de Galois de Q. Segin el ejercicio VI, 26,
1q_¢s isomorfo al grupo de las unidades {1, 5,7, 11} del anillo
ZJ(12). Existen pues en G tres subgrupos propios, cilicos de orden 2, cuyas
imégenes en Z/(12) son

Ty={L3}, In={(L7}, Iy=({L10}.

, y exist
extensiones cuadriticas de Q.
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Se puede tomar & = 4(i + /3). Uno de los cuerpos intermedios es
Q¢ + &) = Q).

Q¢+ =Q(13).

¥ finalmente, segin el ejercicio VII, 5, el tercero es Q(i}/3).

31

1. Todo factor irreducible g(x) de f (x) divide uno delos fi(x) = x" — ;.
Puesto que £(x) = nx"1 # 0 (al no ser n miltiplo de la caracteristica de K),
fix) no puede tener ceros mu|!vplﬂ, por tanto, tampoco g(x). Luego /(x)
esun poh.mm.e szplmblz yLese de Galois de K.

1o riss /'(x) 0 son los e/ G <i<n0 </ <n). Luego

L= Ky @),
Sean g, 7 dos clementos de G = Gy, x. La igualdad af = g implica

[o(@))” = ofaf) = o(a) = a;.

Existe pues un entero ¢(i) tal que o(a)) = &0 a y, del mismo modo, un
entero (i) tal que t(w) = &% a;. Se tiene entonces.

(@07 (@) = oV a) = &0 &0 a;.

Tgualmente,
(@o0) () = &0 &0 a;.
Un K-automorfismo de L queda definido por su accion sobre los ai,
asi que, efectivamente se tiene 0ot =700 y G es conmutativo,
3§90 tiene por orden un divisor n; de n; evidentemente n es €l me-

nor entero g; tal que o% (@) = a. Si m es el me.m. e ny, m, o de
orden m, y se obtiene el resultado del enunciado.

E)

Sea L2 K un cuerpo de descomposicion de f(x) = -+ax +b, y
sean a, B, y las raices de la ecuacion /(x) = 0.
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Un cileulo clisico muestra que

A=—8a 200 =(@—pr @ — P —

L es una extension finita de Galois de K, y el grupo de Galois G =
s isomorfo  un subgrupo I del grupo de permutacones del conjunto
{a,8,7}. Ges, pues, de orden 3 o 6. Para que K(a) sea extension normal
de K es necesario y suficiente que K(z) = L, luego que G sea de orden 3.

Pongamos & = (¢ — ) (3 —7) (» — ). Es evidente que 8 # 0,

84—,
puesto que K no es de caracteristica 2.

Si K(a) es extensién normal de K, G y I'son ciclicos de orden 3, luego I
esti formado por las permutaciones pares de {a, f,}. Por tanto 8 es inva-
riante en todos los K-automorfismos o € G, lo que implica 8 & K. Por tanto 4
es el cuadrado de un elemento de K.

Reciprocamente, si 4 ¢s el cuadrado de un elemento de K, se tiene 8 € K.
Es pues imposible que 1" contenga ninguna permutacién impar de {a, §, 7 }.
Entonces I'y G son de orden 3, y L = K(@).

2.° En el anillo K()[x] el polinomio f(x) admite la descomposicién
S0 = (6 — ) (¢ ax -+ a).

Para que K(a) = L es necesario y suficiente que el trinomio de segundo
rado

Mbaxtdta

admita dos ceros en (@), luego que su discriminante sea el cuadrado de un
clemento de K(a). Por tanto, K(«) es extensién normal de K si y sdlo si existen
elementos u, v, w de K tales que
[0} —4a—3a=(u+vatwaf,
puesto que { e, @,a? } es una base del K-ospacio vectorial K(a).

Teniendo en cuenta que o = — az — b, la anterior relacién (1) equivale
al sistema

P 2uw—ant+3e=

izwfw-—nw
{#—2wb+4a=0.
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Se comprueba que ese sistema es equivalente al siguiente:

0%+ 2uw +30),

2y

02 +uw+3e),

@V +uw+2€) @V +uw+6e) =0,

Si elegimos u, v, w tales que 2% -+ ww + 2.¢ =0, el polinomio WA/ (x)
se expresa en la forma

(wx 4 29) (wx —v + &) (wx —v—e),
¥ 10 es irreducible en K[x].

Por el contrario, si se eligen u, v, w tales que 212 + uw + 6e =
pone

obtenemos

a=—3(+3s), b=2r("+35),
A= — 420 =185+ IDP £ 0.
En tal caso cl polinomio / (x) es separable, y sus tres ceros estin en K(o).
Pero no es evidente que a ¢ K.

3° Ahora bien, cuando K es el cuerpo Q o el R, la condicién 4 > 0
implica que I ecuacion f(x) = 0 no admite més que una sola raiz real. Es
pues imposible que K(a) = K, puesto que K debiera en tal caso contener las
tres rafces de f(x) =0. Las condiciones: r €K, s€K, s £ 0,

—3(*+3s), b=2r("+38)

son pues suficientes para que el cuerpo de ruptura sobre K de
f@)=x+ax+b

sea extension normal y separable, de grado 3, de K.
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